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Построена математическая модель, описывающая процесс получения полиизо-
прена в присутствии микрогетерогенных титансодержащих каталитических систем
с учетом динамики активных центров. Построение модели носило поэтапный ха-
рактер, при котором модель, описывающая периодический процесс, была допол-
нена рекуррентными соотношениями с целью описания процесса в каскаде реак-
торов идеального перемешивания. Численное решение прямой задачи позволило
провести анализ молекулярно-массового распределения получаемого продукта в
зависимости от исходной загрузки.
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Введение

Производство полимерных материалов занимает одно из ведущих мест в современной
химической промышленности. Огромную их долю составляет синтетический каучук на
основе изопрена, который по своим свойствам и структуре близок к натуральному кау-
чуку. Данный продукт получают в процессе растворной полимеризации изопрена в при-
сутствии микрогетерогенных каталитических систем типа Циглера—Натта, характе-
ризующихся высокой стереоспецифичностью. Наиболее массовое направление в дан-
ном сегменте представляет промышленное производство изопренового каучука марки
СКИ-3, для создания которого используется каталитическая система TiCl4-ТИБА (три-
изобутилалюминий — Al(𝑖− C4H9)3), модифицированная различными добавками.

Серьезным вопросом при исследовании процессов является изучение физико-хими-
ческих закономерностей, формируемых в результате полицентрового характера ката-
литической системы. Одним из эффективных способов регулирования числа типов ак-
тивных центров без изменения химического состава реакционной смеси является гидро-
динамическое воздействие в турбулентных потоках [1]. Математическое исследование
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свойств продукта, полученного в результате процесса полимеризации изопрена в при-
сутствии модифицированных каталитических систем на основе титана, представляет
большой интерес. Построение математической модели позволит не только предсказы-
вать свойства получаемого продукта, но и планировать оптимальный режим ведения
производства.

Современная тенденция при моделировании химико-технологических процессов
предполагает переход от отдельных реакторов к сложным схемам, состоящим из множе-
ства аппаратов. Для облегчения анализа и построения системы моделирования предста-
вим структуру блока, воспроизводящего модель реактора, следующим образом:
на первом этапе опишем кинетический модуль процесса, на втором — макрокинети-
ческий модуль, учитывающий гидродинамические и энергетические закономерности,
на третьем этапе проведем контроль качественных показателей.

1. Моделирование периодического процесса полимеризации
Для построения математического описания необходимо определить основные превра-
щения в ходе процесса, а также всевозможные промежуточные и конечные вещества.
Исследуемый процесс является сложным и протекает как ряд параллельных и последо-
вательных превращений, представляющих собой отдельные стадии всего химического
процесса. Для описания математической модели и ее численного расчета будем исполь-
зовать кинетический подход [2], заключающийся в составлении и численном решении
кинетических уравнений для концентраций всех типов частиц, участвующих в процес-
се полимеризации. Для вывода уравнений будем использовать условия материального
баланса по каждому компоненту реакции на основании составленной кинетической схе-
мы процесса. От полноты описания кинетической схемы зависят точность получаемых
результатов и степень их достоверности.

Ранее проведенные исследования [3] показали, что для титансодержащей каталити-
ческой системы в условиях ее модификации в турбулентных потоках характерно учас-
тие двух типов активных центров. Путем решения обратной задачи [4] формирования
молекулярно-массового распределения получена концентрация активных центров (АЦ).
Кроме того, при составлении кинетического механизма примем гипотезу о том, что ста-
дия инициирования — не лимитирующая. В условиях данного допущения инициирова-
ние является мгновенным [5]. Тогда кинетическая схема процесса примет следующий
вид:

𝑃 𝑗
𝑖 +𝑀

𝑘𝑗𝑝−→ 𝑃 𝑗
𝑖+1 (рост цепи),

𝑃 𝑗
𝑖 +𝑀

𝑘𝑗𝑚−→ 𝑄𝑖 + 𝑃 𝑗
1 (передача цепи на мономер),

𝑃 𝑗
𝑖 + 𝐴

𝑘𝑗𝑎−→ 𝑄𝑖 + 𝑃 𝑗
1 (передача цепи на алюминийорганическое соединение (АОС)),

𝑃 𝑗
𝑖

𝑘𝑗𝑑−→ 𝑄𝑖 (гибель активных центров),

𝑃 1
𝑖

𝑘12𝑐−−→ 𝑃 2
𝑖 , 𝑃 2

𝑖

𝑘21𝑐−−→ 𝑃 1
𝑖 (переход активных центров друг в друга).

Здесь 𝑀 — мономер, 𝐴 — концентрация АОС, 𝑗 = 1, 2, характеризует тип активного
центра; 𝑃 𝑗

𝑖 — активная (“растущая”) цепь полимера длиной 𝑖 на 𝑗-м типе активных
центров; 𝑄𝑖 — неактивная (“мертвая”) цепь полимера длиной 𝑖; 𝑘𝑗

𝑝, 𝑘
𝑗
𝑚, 𝑘

𝑗
𝑎, 𝑘

𝑗
𝑑, 𝑘

𝑗𝑘
𝑐 —

константы, характеризующие скорость реакции роста цепи, передачи на мономер, пе-
редачи на АОС, гибели активных центров и передачи активных центов друг в друга
соответственно.
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Для процессов, протекающих по механизму полимеризации, характерно различие
получающихся макромолекул по длине. Поэтому для оценки молекулярной массы про-
дукта применяется молекулярно-массовое распределение (ММР). Для анализа ММР
вводятся понятия моментов активных и неактивных цепей, различающихся типом ак-
тивного центра на ее конце [6]:

𝜇1
𝑗 =

+∞∑︁
𝑖=2

𝑖𝑗𝑃 1
𝑖 , 𝜇2

𝑗 =
+∞∑︁
𝑖=2

𝑖𝑗𝑃 2
𝑖 , 𝜂1𝑗 =

+∞∑︁
𝑖=2

𝑖𝑗𝑄1
𝑖 , 𝜂2𝑗 =

+∞∑︁
𝑖=2

𝑖𝑗𝑄2
𝑖 .

Кроме того, необходимо нахождение производных моментов активных и неактивных
цепей по времени пребывания:

𝑑𝜇1
𝑗

𝑑𝑡
=

+∞∑︁
𝑖=2

𝑖𝑗
𝑑𝑃 1

𝑖

𝑑𝑡
,
𝑑𝜇2

𝑗

𝑑𝑡
=

+∞∑︁
𝑖=2

𝑖𝑗
𝑑𝑃 2

𝑖

𝑑𝑡
,

𝑑𝜂1𝑗
𝑑𝑡

=
+∞∑︁
𝑖=2

𝑖𝑗
𝑑𝑄1

𝑖

𝑑𝑡
,
𝑑𝜂2𝑗
𝑑𝑡

=
+∞∑︁
𝑖=2

𝑖𝑗
𝑑𝑄2

𝑖

𝑑𝑡
.

На основе выписанной кинетической схемы с учетом закона действующих масс за-
пишем систему обыкновенных дифференциальных уравнений, характеризующих изме-
нение концентраций всех действующих в системе реагентов:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= −𝑀

(︃
+∞∑︁
𝑖=0

𝑃 1
𝑖

(︀
𝑘1
𝑝 + 𝑘1

𝑚

)︀
+

+∞∑︁
𝑖=0

𝑃 2
𝑖

(︀
𝑘2
𝑝 + 𝑘2

𝑚

)︀)︃
,

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= −𝐴

(︃
𝑘1
𝑎

+∞∑︁
𝑖=0

𝑃 1
𝑖 + 𝑘2

𝑎

+∞∑︁
𝑖=0

𝑃 2
𝑖

)︃
,

𝑑𝑃 1
1

𝑑𝑡
= −𝑘1

𝑝𝑀𝑃 1
1 +

(︀
𝑘1
𝑚𝑀 + 𝑘1

𝑎𝐴
)︀ +∞∑︁

𝑖=2

𝑃 1
𝑖 − 𝑘1

𝑑𝑃
1
1 + 𝑘21

𝑐 𝑃 2
1 − 𝑘12

𝑐 𝑃 1
1 ,

𝑑𝑃 2
1

𝑑𝑡
= −𝑘2

𝑝𝑀𝑃 2
1 +

(︀
𝑘2
𝑚𝑀 + 𝑘2

𝑎𝐴
)︀ +∞∑︁

𝑖=2

𝑃 2
𝑖 − 𝑘2

𝑑𝑃
2
1 + 𝑘12

𝑐 𝑃 1
1 − 𝑘21

𝑐 𝑃 2
1 ,

𝑑𝑄1
1

𝑑𝑡
= 𝑘1

𝑚𝑀𝑃 1
1 + 𝑘1

𝑎𝐴𝑃
1
1 + 𝑘1

𝑑𝑃
1
1 ,

𝑑𝑄2
1

𝑑𝑡
= 𝑘2

𝑚𝑀𝑃 2
1 + 𝑘2

𝑎𝐴𝑃
2
1 + 𝑘2

𝑑𝑃
2
1 ,

𝑑𝑃 1
𝑖

𝑑𝑡
= 𝑘1

𝑝𝑀
(︀
𝑃 1
𝑖−1 − 𝑃 1

𝑖

)︀
− 𝑘1

𝑚𝑀𝑃 1
𝑖 − 𝑘1

𝑎𝐴𝑃
1
𝑖 − 𝑘1

𝑑𝑃
1
𝑖 − 𝑘12

𝑐 𝑃 1
𝑖 + 𝑘21

𝑐 𝑃 2
𝑖 ,

𝑑𝑃 2
𝑖

𝑑𝑡
= 𝑘2

𝑝𝑀
(︀
𝑃 2
𝑖−1 − 𝑃 2

𝑖

)︀
− 𝑘2

𝑚𝑀𝑃 2
𝑖 − 𝑘2

𝑎𝐴𝑃
2
𝑖 − 𝑘2

𝑑𝑃
2
𝑖 + 𝑘12

𝑐 𝑃 1
𝑖 − 𝑘21

𝑐 𝑃 2
𝑖 ,

𝑑𝑄1
𝑖

𝑑𝑡
= 𝑘1

𝑚𝑀𝑃 1
𝑖 + 𝑘1

𝑚𝐴𝑃
1
𝑖 + 𝑘1

𝑑𝑃
1
𝑖 ,

𝑑𝑄2
𝑖

𝑑𝑡
= 𝑘2

𝑚𝑀𝑃 2
𝑖 + 𝑘2

𝑚𝐴𝑃
2
𝑖 + 𝑘2

𝑑𝑃
2
𝑖 .

(1)

В силу достаточно большой длины образующихся макромолекул система дифферен-
циальных уравнений (1) содержит практически суммы порядка 105–106. С помощью
математического метода моментов [7] преобразуем полученную систему к системе диф-
ференциальных уравнений конечной размерности относительно статистических момен-
тов молекулярно-массового распределения полиизопрена:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= −𝑀𝑃 1

1

(︀
𝑘1
𝑝 + 𝑘1

𝑚

)︀
−𝑀𝑃 2

1

(︀
𝑘2
𝑝 + 𝑘2

𝑚

)︀
−𝑀𝜇1

0

(︀
𝑘1
𝑝 + 𝑘1

𝑚

)︀
−𝑀𝜇2

0

(︀
𝑘2
𝑝 + 𝑘2

𝑚

)︀
,

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= −𝑘1

𝑎𝐴𝑃
1
1 − 𝑘2

𝑎𝐴𝑃
2
1 − 𝑘1

𝑎𝐴𝜇
1
0 − 𝑘2

𝑎𝐴𝜇
2
0,

𝑑𝑃 1
1

𝑑𝑡
= −𝑘1

𝑝𝑀𝑃 1
1 + 𝜇1

0

(︀
𝑘1
𝑚𝑀 + 𝑘1

𝑎𝐴
)︀
− 𝑘1

𝑑𝑃
1
1 − 𝑘12

𝑐 𝑃 1
1 + 𝑘21

𝑐 𝑃 2
1 ,

𝑑𝑃 2
1

𝑑𝑡
= −𝑘2

𝑝𝑀𝑃 2
1 + 𝜇2

0

(︀
𝑘2
𝑚𝑀 + 𝑘2

𝑎𝐴
)︀
− 𝑘2

𝑑𝑃
2
1 + 𝑘12

𝑐 𝑃 1
1 − 𝑘21

𝑐 𝑃 2
1 ,

𝑑𝑄1
1

𝑑𝑡
= 𝑘1

𝑚𝑀𝑃 1
1 + 𝑘1

𝑎𝐴𝑃
1
1 + 𝑘1

𝑑𝑃
1
1 ,

𝑑𝑄2
1

𝑑𝑡
= 𝑘2

𝑚𝑀𝑃 2
1 + 𝑘2

𝑎𝐴𝑃
2
1 + 𝑘2

𝑑𝑃
2
1 ,

𝑑𝜇1
0

𝑑𝑡
= 𝑘1

𝑝𝑀𝑃 1
1 −

(︀
𝑘1
𝑚𝑀 + 𝑘1

𝑎𝐴+ 𝑘1
𝑑 + 𝑘12

𝑐

)︀
𝜇1
0 + 𝑘21

𝑐 𝜇2
0,

𝑑𝜇2
0

𝑑𝑡
= 𝑘2

𝑝𝑀𝑃 2
1 −

(︀
𝑘2
𝑚𝑀 + 𝑘2

𝑎𝐴+ 𝑘2
𝑑 + 𝑘21

𝑐

)︀
𝜇2
0 + 𝑘12

𝑐 𝜇1
0,

𝑑𝜂10
𝑑𝑡

=
(︀
𝑘1
𝑚𝑀 + 𝑘1

𝑎𝐴+ 𝑘1
𝑑

)︀
𝜇1
0,

𝑑𝜂20
𝑑𝑡

=
(︀
𝑘2
𝑚𝑀 + 𝑘2

𝑎𝐴+ 𝑘2
𝑑

)︀
𝜇2
0,

𝑑𝜇1
1

𝑑𝑡
= 2𝑘1

𝑝𝑀𝑃 1
1 + 𝑘1

𝑝𝑀𝜇1
0 −

(︀
𝑘1
𝑚𝑀 + 𝑘1

𝑎𝐴+ 𝑘1
𝑑 + 𝑘12

𝑐

)︀
𝜇1
1 + 𝑘21

𝑐 𝜇2
1,

𝑑𝜇2
1

𝑑𝑡
= 2𝑘2

𝑝𝑀𝑃 2
1 + 𝑘2

𝑝𝑀𝜇2
0 −

(︀
𝑘2
𝑚𝑀 + 𝑘2

𝑎𝐴+ 𝑘2
𝑑 + 𝑘21

𝑐

)︀
𝜇2
1 + 𝑘12

𝑐 𝜇1
1,

𝑑𝜂11
𝑑𝑡

=
(︀
𝑘1
𝑚𝑀 + 𝑘1

𝑎𝐴+ 𝑘1
𝑑

)︀
𝜇1
1,

𝑑𝜂21
𝑑𝑡

=
(︀
𝑘2
𝑚𝑀 + 𝑘2

𝑎𝐴+ 𝑘2
𝑑

)︀
𝜇2
1,

𝑑𝜇1
2

𝑑𝑡
= 4𝑘1

𝑝𝑀𝑃 1
1 + 𝑘1

𝑝𝑀𝜇1
0 + 2𝑘1

𝑝𝑀𝜇1
1 −

(︀
𝑘1
𝑚𝑀 + 𝑘1

𝑎𝐴+ 𝑘1
𝑑 + 𝑘12

𝑐

)︀
𝜇1
2 + 𝑘21

𝑐 𝜇2
2,

𝑑𝜇2
2

𝑑𝑡
= 4𝑘1

𝑝𝑀𝑃 1
1 + 𝑘2

𝑝𝑀𝜇2
0 + 2𝑘2

𝑝𝑀𝜇2
1 −

(︀
𝑘2
𝑚𝑀 + 𝑘2

𝑎𝐴+ 𝑘2
𝑑 + 𝑘21

𝑐

)︀
𝜇1
2 + 𝑘12

𝑐 𝜇2
2,

𝑑𝜂12
𝑑𝑡

=
(︀
𝑘1
𝑚𝑀 + 𝑘1

𝑎𝐴+ 𝑘1
𝑑

)︀
𝜇1
2,

𝑑𝜂22
𝑑𝑡

=
(︀
𝑘2
𝑚𝑀 + 𝑘2

𝑎𝐴+ 𝑘2
𝑑

)︀
𝜇2
2,

𝑑𝜇1
3

𝑑𝑡
= 8𝑘1

𝑝𝑀𝑃 1
1 + 3𝑘1

𝑝𝑀
(︀
𝜇1
2 + 𝜇1

1

)︀
+ 𝑘1

𝑝𝑀𝜇1
0 −

(︀
𝑘1
𝑚𝑀 + 𝑘1

𝑎𝐴+ 𝑘1
𝑑 + 𝑘12

𝑐

)︀
𝜇1
3 + 𝑘21

𝑐 𝜇2
3,

𝑑𝜇2
3

𝑑𝑡
= 8𝑘2

𝑝𝑀𝑃 2
1 + 3𝑘2

𝑝𝑀
(︀
𝜇2
2 + 𝜇2

1

)︀
+ 𝑘2

𝑝𝑀𝜇2
0 −

(︀
𝑘2
𝑚𝑀 + 𝑘2

𝑎𝐴+ 𝑘2
𝑑 + 𝑘21

𝑐

)︀
𝜇2
3 + 𝑘12

𝑐 𝜇1
3,

𝑑𝜂13
𝑑𝑡

=
(︀
𝑘1
𝑚𝑀 + 𝑘1

𝑎𝐴+ 𝑘1
𝑑

)︀
𝜇1
3,

𝑑𝜂23
𝑑𝑡

=
(︀
𝑘2
𝑚𝑀 + 𝑘2

𝑎𝐴+ 𝑘2
𝑑

)︀
𝜇2
3,

(2)
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где 𝜇1
𝑖 , 𝜇

2
𝑖 , и 𝜂1𝑖 , 𝜂

2
𝑖 — моменты молекулярно-массового распределения активных и неак-

тивных цепей соответственно.
Начальные условия для системы (2) имеют вид

𝑀(0) = 𝑀0, 𝐴(0) = 𝐴0,

𝑃 𝑗
1 (0) = 𝑃 𝑗

0 , 𝑄(0) = 0,

𝜇1
𝑖 (0) = 𝜇2

𝑖 (0) = 𝜂1𝑖 (0) = 𝜂2𝑖 (0) = 0, 𝑖 = 0..3.

(3)

Построенная система дифференциальных уравнений (2) с начальными условиями (3)
представляет собой математическую модель процесса полимеризации изопрена на ти-
тансодержащей каталитической системе с учетом динамики активных центров.

2. Переход к непрерывным промышленным реакторным
системам

Реальный масштаб промышленного производства полиизопрена предусматривает непре-
рывный режим ведения, для которого оказывается недостаточно кинетического описа-
ния, построенного на первом этапе. Дополним модель макрокинетическим модулем,
который будет учитывать всевозможные энергетические и гидродинамические законо-
мерности ведения процесса.

В условиях действующего производства промышленные реакторы, образующие по-
лимеризационный каскад, относятся к реакторам идеального перемешивания, среднее
время пребывания в которых реакционной смеси составляет 𝜃. Кроме того, в системе
отсутствуют значительные градиенты температуры и концентраций реагентов в реакто-
ре. С учетом этого можно использовать следующие рекуррентные соотношения между
моментами молекулярно-массового распределения:

𝜃
𝑑𝑚

(𝑘)
𝑗

𝑑𝑡
= 𝑚

(𝑘−1)
𝑗 −𝑚

(𝑘)
𝑗 + 𝜃

(︂
𝑑𝑚⋆

𝑗

𝑑𝑡

)︂(𝑘)

. (4)

Выражение (4) лучше использовать в виде

𝑑𝑌
(𝑘)

𝑑𝑡
=

𝑌
(𝑘−1) − 𝑌

(𝑘)

𝜃(𝑘)
+𝑅

(𝑘)

𝑦 , (5)

где 𝜃(𝑘) — время нахождения реакционной смеси в 𝑘-м реакторе каскада, а вид 𝑅
(𝑘)

𝑦

определяется принятым кинетическим модулем.
С учетом (5) модифицируем систему дифференциальных уравнений (2), (3) и вы-

пишем ее до моментов 2-го порядка включительно:
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𝑑𝑀 (𝑘)

𝑑𝑡
=
𝑀 (𝑘−1) −𝑀 (𝑘)

𝜃(𝑘)
−𝑀 (𝑘)𝑃 1

1
(𝑘) (︀

𝑘1
𝑝 + 𝑘1

𝑚

)︀
−𝑀 (𝑘)𝑃 2

1
(𝑘) (︀

𝑘2
𝑝 + 𝑘2

𝑚

)︀
−

−𝑀 (𝑘)𝜇1
0
(𝑘) (︀

𝑘1
𝑝 + 𝑘1

𝑚

)︀
−𝑀 (𝑘)𝜇2

0
(𝑘) (︀

𝑘2
𝑝 + 𝑘2

𝑚

)︀
,

𝑑𝐴(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝐴(𝑘−1) − 𝐴(𝑘)

𝜃(𝑘)
− 𝑘1

𝑎𝐴
(𝑘)𝑃 1

1
(𝑘) − 𝑘2

𝑎𝐴
(𝑘)𝑃 2

1
(𝑘) − 𝑘1

𝑎𝐴
(𝑘)𝜇1

0
(𝑘) − 𝑘2

𝑎𝐴
(𝑘)𝜇2

0
(𝑘)
,

𝑑𝑃 1
1
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝑃 1
1
(𝑘−1) − 𝑃 1

1
(𝑘)

𝜃(𝑘)
− 𝑘1

𝑝𝑀
(𝑘)𝑃 1

1
(𝑘)

+ 𝜇1
0
(𝑘) (︀

𝑘1
𝑚𝑀

(𝑘) + 𝑘1
𝑎𝐴

(𝑘)
)︀
− 𝑘1

𝑑𝑃
1
1
(𝑘)−

− 𝑘12
𝑐 𝑃 1

1
(𝑘)

+ 𝑘21
𝑐 𝑃 2

1
(𝑘)
,

𝑑𝑃 2
1
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝑃 2
1
(𝑘−1) − 𝑃 2

1
(𝑘)

𝜃(𝑘)
− 𝑘2

𝑝𝑀
(𝑘)𝑃 2

1
(𝑘)

+ 𝜇2
0
(𝑘) (︀

𝑘2
𝑚𝑀

(𝑘) + 𝑘2
𝑎𝐴

(𝑘)
)︀
− 𝑘2

𝑑𝑃
2
1
(𝑘)
+

+ 𝑘12
𝑐 𝑃 1

1
(𝑘) − 𝑘21

𝑐 𝑃 2
1
(𝑘)
,

𝑑𝑄1
1
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝑄1

1
(𝑘−1) −𝑄1

1
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+ 𝑘1

𝑚𝑀
(𝑘)𝑃 1

1
(𝑘)

+ 𝑘1
𝑎𝐴

(𝑘)𝑃 1
1
(𝑘)

+ 𝑘1
𝑑𝑃

1
1
(𝑘)
,

𝑑𝑄2
1
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝑄2

1
(𝑘−1) −𝑄2

1
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+ 𝑘2

𝑚𝑀
(𝑘)𝑃 2

1
(𝑘)

+ 𝑘2
𝑎𝐴

(𝑘)𝑃 2
1
(𝑘)

+ 𝑘2
𝑑𝑃

2
1
(𝑘)
,

𝑑𝜇1
0
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝜇1
0
(𝑘−1) − 𝜇1

0
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+𝑘1

𝑝𝑀
(𝑘)𝑃 1

1
(𝑘)−(𝑘1

𝑚𝑀
(𝑘)+𝑘1

𝑎𝐴
(𝑘)+𝑘1

𝑑+𝑘12
𝑐 )𝜇1

0
(𝑘)

+𝑘21
𝑐 𝜇2

0
(𝑘)
,

𝑑𝜇2
0
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝜇2
0
(𝑘−1) − 𝜇2

0
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+𝑘2

𝑝𝑀
(𝑘)𝑃 2

1
(𝑘)−(𝑘2

𝑚𝑀
(𝑘)+𝑘2

𝑎𝐴
(𝑘)+𝑘2

𝑑+𝑘21
𝑐 )𝜇2

0
(𝑘)

+𝑘12
𝑐 𝜇1

0
(𝑘)
,

𝑑𝜂10
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝜂10

(𝑘−1) − 𝜂10
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+
(︀
𝑘1
𝑚𝑀

(𝑘) + 𝑘1
𝑎𝐴

(𝑘) + 𝑘1
𝑑

)︀
𝜇1
0
(𝑘)
,

𝑑𝜂20
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝜂20

(𝑘−1) − 𝜂20
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+
(︀
𝑘2
𝑚𝑀

(𝑘) + 𝑘2
𝑎𝐴

(𝑘) + 𝑘2
𝑑

)︀
𝜇2
0
(𝑘)
,

𝑑𝜇1
1
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝜇1
1
(𝑘−1) − 𝜇1

1
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+ 2𝑘1

𝑝𝑀
(𝑘)𝑃 1

1
(𝑘)

+ 𝑘1
𝑝𝑀

(𝑘)𝜇1
0
(𝑘)

+ 𝑘21
𝑐 𝜇2

1
(𝑘)−

−
(︀
𝑘1
𝑚𝑀

(𝑘) + 𝑘1
𝑎𝐴

(𝑘) + 𝑘1
𝑑 + 𝑘12

𝑐

)︀
𝜇1
1
(𝑘)
,

𝑑𝜇2
1
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝜇2
1
(𝑘−1) − 𝜇2

1
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+ 2𝑘2

𝑝𝑀
(𝑘)𝑃 2

1
(𝑘)

+ 𝑘2
𝑝𝑀

(𝑘)𝜇2
0
(𝑘)

+ 𝑘12
𝑐 𝜇1

1
(𝑘)−

−
(︀
𝑘2
𝑚𝑀

(𝑘) + 𝑘2
𝑎𝐴

(𝑘) + 𝑘2
𝑑 + 𝑘21

𝑐

)︀
𝜇2
1
(𝑘)
,

𝑑𝜂11
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝜂11

(𝑘−1) − 𝜂11
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+
(︀
𝑘1
𝑚𝑀

(𝑘) + 𝑘1
𝑎𝐴

(𝑘) + 𝑘1
𝑑

)︀
𝜇1
1
(𝑘)
,

𝑑𝜂21
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝜂21

(𝑘−1) − 𝜂21
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+
(︀
𝑘2
𝑚𝑀

(𝑘) + 𝑘2
𝑎𝐴

(𝑘) + 𝑘2
𝑑

)︀
𝜇2
1
(𝑘)
,

𝑑𝜇1
2
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝜇1
2
(𝑘−1) − 𝜇1

2
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+ 4𝑘1

𝑝𝑀
(𝑘)𝑃 1

1
(𝑘)

+ 𝑘1
𝑝𝑀

(𝑘)𝜇1
0
(𝑘)

+ 2𝑘1
𝑝𝑀

(𝑘)𝜇1
1
(𝑘)−

−
(︀
𝑘1
𝑚𝑀

(𝑘) + 𝑘1
𝑎𝐴

(𝑘) + 𝑘1
𝑑 + 𝑘12

𝑐

)︀
𝜇1
2
(𝑘)

+ 𝑘21
𝑐 𝜇2

2
(𝑘)
,

𝑑𝜇2
2
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝜇2
2
(𝑘−1) − 𝜇2

2
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+ 4𝑘1

𝑝𝑀
(𝑘)𝑃 1

1
(𝑘)

+ 𝑘2
𝑝𝑀

(𝑘)𝜇2
0
(𝑘)

+ 2𝑘2
𝑝𝑀

(𝑘)𝜇2
1
(𝑘)−

−
(︀
𝑘2
𝑚𝑀

(𝑘) + 𝑘2
𝑎𝐴

(𝑘) + 𝑘2
𝑑 + 𝑘21

𝑐

)︀
𝜇1
2
(𝑘)

+ 𝑘12
𝑐 𝜇2

2
(𝑘)
,

𝑑𝜂12
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝜂12

(𝑘−1) − 𝜂12
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+
(︀
𝑘1
𝑚𝑀

(𝑘) + 𝑘1
𝑎𝐴

(𝑘) + 𝑘1
𝑑

)︀
𝜇1
2
(𝑘)
,

𝑑𝜂22
(𝑘)

𝑑𝑡
=
𝜂22

(𝑘−1) − 𝜂22
(𝑘)

𝜃(𝑘)
+
(︀
𝑘2
𝑚𝑀

(𝑘) + 𝑘2
𝑎𝐴

(𝑘) + 𝑘2
𝑑

)︀
𝜇2
2
(𝑘)
.

(6)
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Начальные условия для системы (6) имеют следующий вид:

𝑀 (0)(0) = 𝑀
(0)
0 , 𝐴(0)(0) = 𝐴

(0)
0 ,

𝑃
(0)
1 (0) = 𝑃

(0)
0 , 𝑄(0)(0) = 0,

𝜇𝑗
𝑖

(0)
(0) = 𝜂𝑗𝑖

(0)
(0) = 0, 𝑖 = 0..3, 𝑗 = 0..2, 𝑠 = 1, 2.

(7)

Для проверки адекватности построенной математической модели, описывающей про-
цесс полимеризации изопрена в каскаде реакторов идеального перемешивания, прове-
дем вычислительный эксперимент по прогнозу основных молекулярных характеристик.

3. Вычислительный эксперимент

Для проверки адекватности математической модели (6), (7) проводилось решение пря-
мой задачи [8]. Для численного решения полученной системы дифференциальных урав-
нений (8) с начальными условиями (9) применялся алгоритм метода Адамса—Башфор-
та. Для проведения вычислительного эксперимента задавались условия, близкие к па-
раметрам реального действующего производства:

— каталитическая система — TiCl4-ТИБА-пиперилен-ДФО в соотношении 1/1/0.2/
0.15 моль, причем расход титанового катализатора составил 1 моль TiCl4 на 980 моль
изопрена;

Кинетические параметры полимеризации изопрена на TiCl4-ТИБА-ПП-ДФО
Kinetic parameters of the polymerization of isoprene on TiCl4-TIBA-PP-DFO

Константа 1-й тип АЦ 2-й тип АЦ
𝑘𝑝, л/(моль·мин) 1200 2230
𝑘𝑎, л/(моль·мин) 5 5
𝑘𝑚, л/(моль·мин) 1.35 0.34
𝑘𝑐, 1/мин 0 0
𝑘𝑑, 1/мин 0.01 0.026

Рис. 1. Зависимость экспериментальных (точки) и расчетных (сплошная линия) значений кон-
версии от времени для каждого полимеризатора
Fig. 1. Time dependence of experimental (points) and calculated (solid line) conversion values on
time for each polymerizer
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a

б

Рис. 2. Зависимости экспериментальных (точки) и расчетных (сплошные линии) значений
среднечисленной (a) и среднемассовой молекулярной массы (б) от времени для каждого поли-
меризатора
Fig. 2. Dependence of the experimental (points) and calculated (solid line) values of the number
average (a) and mass-average molecular weight (б) as a function of time for each polymerizer

Рис. 3. Зависимость экспериментальных (точки) и расчетных (сплошная линия) значений по-
лидисперсности от времени для каждого полимеризатора
Fig. 3. Time dependence of experimental (points) and calculated (solid line) polydispersity values
on time for each polymerizer
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— каскад состоит из двух реакторов идеального перемешивания с рабочим объемом
16.6 м3 и временем пребывания реакционной смеси 60 мин;

— массовый расход 19 т/ч, из них нагрузка на батарею по мономерам 5.4 т/ч.
На основе заданных условий предварительно были рассчитаны мольные концентра-

ции используемых реагентов: изопрен — 1.388 моль/л; АОС — 0.0014 моль/л; активные
центры — 0.0028 моль/л. Значения кинетических параметров, характеризующих ско-
рость той или иной стадии процесса, взяты из работы [9] и приведены в таблице.

Полученные из решения системы дифференциальных уравнений (6), (7) значения
моментов использовались для определения зависимостей конверсии, усредненных мо-
лекулярных масс и полидисперсности от времени в разрезе каждого полимеризатора
(рис. 1–3). Из приведенных зависимостей видно, что значения конверсии и усредненных
молекулярных масс удовлетворительно описывают данные результатов промышленного
эксперимента, что подтверждает адекватность используемой нами модели.

Заключение

Построенная математическая модель процесса полимеризации изопрена на каталитиче-
ской системе TiCl4-ТИБА-ПП-ДФО позволяет прогнозировать основные молекулярные
характеристики получаемого продукта как для периодического режима ведения про-
цесса, так и для непрерывного. При составлении математической модели учитывался
характер полицентровости применяемой каталитической системы, что позволяет про-
изводить расчет параметров продукта с учетом динамики активных центров катализа-
тора. В ходе вычислительного эксперимента были рассчитаны зависимости конверсии,
усредненных молекулярных характеристик и полидисперности, характеризующей ши-
рину молекулярно-массового распределения полимера, от времени для каждого поли-
меризатора. Вычислительный эксперимент для промышленно значимого процесса удо-
влетворительно согласуется с экспериментальными данными. На основании описанной
математической модели разработан программный комплекс [10], позволяющий прогно-
зировать основные характеристики продукта в зависимости от задаваемой исходной
загрузки.

Благодарности. Исследование выполнено в рамках госзадания Министерства науки
и высшего образования РФ (код научной темы FZWU-2020-0027).
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Abstract

The aim of this work is building a mathematical model that describes the process of producing
polyisoprene in the presence of microheterogeneous titanium-containing catalytic systems, taking
into account the dynamics of active centers and numerical calculation of the main physicochemical
properties of the resulting product. The main methodology for compiling the mathematical model
is the application of the kinetic approach, which consists of compiling and numerically solving the
kinetic equations for all types of particles involved in the process. Previously, the distribution of
active centers of the applied catalytic system was studied. The confirmed polycentricity of the used
catalyst, represented by two types of active centers, is reflected in the nature of the description
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of the mathematical model. To reduce the system of differential equations to the final form, the
method of moments was applied, which allows evaluating the complex properties of the obtained
product by its averaged molecular characteristics. A model that permits describing the scale of
batch reactors was modified by a macrokinetic module that takes into account possible energy and
hydrodynamic laws of the process. For this, recurrence relations were introduced that are valid for
the description of continuous mixing reactors. The software package developed by the authors of
the work allows carring out a computational experiment for various technological conditions for
conducting a continuous process. Based on the results of its launch, the dependences of conversion
and averaged molecular characteristics on time in the context of each polymerizer were obtained.
Thus, the numerical solution of the direct problem is capable analyzing the molecular weight
distribution of the obtained product depending on various parameters of the initial load, for both
the batch and continuous modes of the process. The dependences obtained by calculation showed
satisfactory agreement with experimental data.

Keywords: polymer, model, modelling, isoprene, direct task, rubber, molecular weight distri-
bution.
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