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The linear programming problems class with interdependent interval coefficients placed

both in separate columns and in various colunms is considered. Columns generation method

substantiation for solving and a practical application review is given.

Рассматривается класс задач линейного программирования с взаимозависимыми пере-
менными коэффициентами

max
n∑

j=1

c>
•ja•jxj (1)

при основных условиях
n∑

j=1

a•jxj 6 b, (2)

xj > 0, j = 1, . . . , n, (3)

и ограничениях на переменные коэффициенты

aij 6 aij 6 aij, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, (4)

T (j)a•j 6 L(j), j = 1, . . . , n, (5)

n∑

j=1

S(j)a•j = r, (6)

где [ aij, aij] — интервал изменения переменного коэффициента aij, (если aij = aij, то
коэффициент aij — постоянный), i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n; b, c•j, a•j — m-мерные
векторы, j = 1, . . . , n; T (j) — матрица размерности (mj×m), j = 1, . . . , n; L(j) — вектор
размерности mj, j = 1, . . . , n; S(j) — матрица размерности m0×m, j = 1, . . . , n; r —
вектор размерности m0.
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В условии (5) задаются системные ограничения на переменные коэффициенты отдель-
ных столбцов. В условие (6) включаются системные ограничения на переменные коэффи-
циенты, расположенные в различных столбцах. Ограничения (4) в общем случае могут
входить в состав ограничений (5).

В задаче (1) – (6) искомыми величинами являются xj и aij, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.
(Как было отмечено, некоторые коэффициенты aij могут быть постоянными, то есть из-
вестными.)

В случае отсутствия ограничения вида (6) генерирование текущего варианта j-го пе-
ременного столбца производится решением вспомогательной задачи линейного програм-
мирования (1 6 j 6 n)

min
m∑

i=1

(uiaij − cijaij) (7)

при условиях (4) – (5).
Целевая функция (7) выражает текущую оценку j-го столбца. Традиционно для ввода в

базис в симплексном методе выбирается столбец с минимальной оценкой. Поэтому текущие
варианты переменных столбцов, полученные решением задачи (7), будут удовлетворять
этому основному принципу симплексного метода. Теоретические основы такого подхода
рассмотрены в [1] и [2], в которых дополнительно предполагается, что целевая функция
не зависит от переменных коэффициентов.

В работах [3–5] изложены первые результаты теоретических и практических исследо-
ваний автора в моделировании нефтеперерабатывающего производства. Во-первых, по-
скольку решения задачи (7) определяют угловые точки области допустимых значений пе-
ременных столбцов и внутренние точки в случае их оптимальности могут быть выражены
через линейные комбинации базисных угловых точек, разработаны правила представления
(усреднения) переменного столбца одним вариантом

a•j =

kj∑

k=1

λjka
(j)
•k , (8)

где

λjk = xjk/

kj∑

k=1

xjk, если

kj∑

k=1

xjk 6= 0,

λjk = 1/kj, если

kj∑

k=1

xjk = 0.

Во-вторых, разработаны и исследованы, с вычислительной точки зрения, различные
схемы генерирования текущих вариантов переменных столбцов. В первой схеме на каж-
дой итерации симплексного метода для задачи (7) генерируется вариант каждого пере-
менного столбца и среди них выбирается один столбец в качестве главного. Во второй
схеме на определенных этапах решения задачи (1) – (5) производится генерация вариан-
тов переменных столбцов, и при помощи этих вариантов происходит оптимизация целевой
функции (1). В обоих случаях процесс продолжается до получения общего признака оп-
тимальности решения задачи (1) – (5). В-третьих, разработаны различные модификации
мультипликативного алгоритма симплексного метода, связанные с учетом вычислитель-
ной погрешности и блочной структуры основных условий (2), а также вспомогательной
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задачи (7). Полное описание алгоритмического и программного обеспечений автомати-
зированного формирования условий задачи (1) – (5) и деловой документации на основе
оптимального решения задачи (1) – (5) содержится в [6].

В работах [7–11] постановка задачи (1) – (6) рассматривается полностью. Разработаны
вычислительные схемы генерации текущих вариантов переменных столбцов в случае на-
личия ограничения (6). То есть задача (7) решается при условиях (4) – (6). На каждом
этапе генерации определяются взаимосвязанные варианты переменных столбцов. Одна-
ко в оптимальном базисе могут оказаться варианты переменных столбцов, которые после
их усреднения по условию (8) могут не удовлетворять условиям (4) – (6). В связи с этим
нами разработан метод двухэтапной линеаризации задачи (1) – (6), в котором интенсивно-
сти использования взаимосвязанных вариантов различных переменных столбцов должны
удовлетворять дополнительным условиям вида

x1k − djxjk = 0, dj ∈ [ dj, dj], j = 2, . . . , n, k = 1, . . . , kj, (9)

где dj — переменный коэффициент, для которого известны лишь границы его изменений
dj и dj.

Ограничения (9) присоединяются к условию (2). Отсюда следует, что в процессе ис-
пользования взаимосвязанных вариантов переменных столбцов задача (1) – (6) превраща-
ется в задачу вида (1) – (5), которая решается с применением метода генерации столбцов.
Если в процессе решения задачи (1) – (6) некоторые базисные взаимосвязанные вариан-
ты переменных столбцов становятся небазисными, то соответствующие ограничения вида
(9) можно исключать из состава условий (2). Полное математическое обоснование такого
подхода приведено в работе [11]. Постановка задачи (1) – (6) может быть использована в
следующих направлениях.

1. Оптимизация коррекции несобственных задач линейного программирования в оп-
тимальном управлении производством, рассматриваемых в работе [12]. Могут быть раз-
личные варианты корректировок таких задач: поиск более экономичных значений нор-
мативных коэффициентов, дополнительное вовлечение компонентов ресурсов или сдвиги
в ассортименте конечной продукции. В зависимости от выбранных вариантов корректи-
ровки несовместной задачи линейного программирования определяются управляемые па-
раметры, для которых формируются ограничения типа (1) – (6). При этом очень важно
использование структурных соотношений условий взаимозависимости и взаимозаменяемо-
сти компонентов сырья, конечной продукции и в нормативном составе. Для исследования
взаимозависимых приращений компонент вектора правой части постановка задачи (1) – (6)
записывается в виде

max
n+1∑

j=1

c>
•ja•jxj, (10)

при основных условиях
n+1∑

j=1

a•jxj 6 b, (11)

xn+1 = 1, (12)

xj > 0, j = 1, . . . , n (13)

и ограничениях на переменные коэффициенты

aij 6 aij 6 aij, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n + 1, (14)
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T (j)a•j 6 L(j), j = 1, . . . , n + 1, (15)

n+1∑

j=1

S(j)a•j = r, (16)

где в отличие от постановки задачи (1) – (6) a•n+1 = −δb, δb — вектор приращений правой
части условия (11).

Введение n+1-го столбца позволяет формировать ограничения взаимозависимых при-
ращений компонент вектора правой части по тем же правилам, что и для других столбцов
левой части, то есть при помощи ограничений (14) – (16)

В результате решением задачи (10) – (16) определяются оптимальные значения пара-
метров управления, при которых исходная несовместная задача линейного программи-
рования становится совместной. Может возникнуть ситуация, когда принятый вариант
корректировки, то есть система интервальных представлений параметров управления в
соответствии с условиями (14) – (16), не обеспечивает совместность. В таких случаях нуж-
но рассматривать другие варианты корректировок.

2. Решение задачи линейного программирования в условиях неопределенности с ис-
пользованием методики формирования зоны неопределенности [13–14]. Постановка задачи
(10) – (16) позволяет наиболее полно решать вопросы на всех этапах формирования и ис-
следования зоны неопределенности. Во-первых, вместо дискретного множества сочетаний
условий применяются непрерывные модели возможных изменений столбцов со случайны-
ми коэффициентами. Во-вторых, точно определяются границы области неопределенности
с использованием двух режимов генерирования вариантов столбцов с взаимозависимыми
интервальными коэффициентами. В первом случае они генерируются при помощи задачи
(7) при условиях (14) – (16) и используются лучшие варианты переменных столбцов. Во
втором случае варианты переменных столбцов генерируются при помощи задачи

max
m∑

i=1

(uiaij − cijaij) (17)

при условиях (14) – (16), j = 1, . . . , n + 1. Указанные режимы генерирования вариантов
переменных столбцов представляют позиции крайнего оптимизма и крайнего пессимизма.
И, в-третьих, открываются широкие возможности системного анализа зоны неопределен-
ности и выбора решений. Формирование условий (14) – (16) для параметров управления
производится на основе использования экспертных оценок, методов статистики и теории
вероятности. Следует заметить, что при таком подходе к исследованию зоны неопреде-
ленности кроме двусторонней оценки значения целевой функции определяются группы
основных переменных задачи линейного программирования, имеющие различную степень
устойчивости. Например, в задаче оптимизации работы Ново-Уфимского НПЗ в рамках
постановки (10) – (16), где ограничения (11) имели размерность (2000×6000) (с учетом
разбивки годового задания на квартальные), применение указанного метода исследова-
ния зоны неопределенности показало, что около 40 % основных переменных не зависят от
изменения условий, то есть имеют степень устойчивости, равную 1.

3. Моделирование распределительных задач с интервальными нормативными пара-
метрами. Например, в работе [15] автором разработана системная модель распределения
капитальных вложений и инвестиционных потоков с переменными нормативными коэф-
фициентами для развития социально-экономической сферы региона.
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4. Задачи оптимального управления сельскохозяйственным производством районов и
регионов. В качестве взаимозависимых интервальных коэффициентов принимались нор-
мативы расхода компонентов кормов на единицу вида скота в животноводстве. Системные
ограничения на интервальные коэффициенты формируются в рамках задачи (1) – (6). Ре-
зультаты практического применения задачи (1) – (6) в управлении сельскохозяйственным
производством четырех районов Башкортостана и Самарской области совместно со спе-
циалистами института Волгогипрозем приведены в работе [16].

В заключение следует заметить, что вычислительная эффективность применения ме-
тодов генерации текущих вариантов переменных столбцов задачи (1) – (6) достигается за
счет минимизации размерности основных условий (2) – (3) и обеспечения необходимой гиб-
кости модели при помощи ограничений на интервальные коэффициенты вида (4) – (6).
Использование в целевой функции переменных коэффициентов позволяет учитывать цен-
ности, связанные с выбором способов организации модели и их интенсивностей при прак-
тическом применении в современных условиях.

В настоящее время в Центре информационных технологий и АСУ АО Ново-Уфимский
НПЗ разрабатывается автоматизированная подсистема управления основным производ-
ством, в которой, как и в [6], задача (1) – (6) формируется автоматически на основе описа-
ния способов производства (технологических установок) с взаимозависимыми интерваль-
ными параметрами управления. Решение задачи (1) – (6) и исследование ее устойчивости
ориентированы на использование мультипликативного алгоритма симплекс-метода с гене-
рацией текущих вариантов столбцов с взаимозависимыми интервальными коэффициента-
ми.
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