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Iteration methods for the numerical implementation of combined schemes of finite

elements for geometrically and physically non-linear problems of the theory of shallow

shell theory are suggested and investigated.

Смешанные схемы конечных элементов широко применяются для решения задач тео-
рии пластин и оболочек (см., например, [1, 2] и цитированную там литературу). По срав-
нению с классическим схемами, основанными на эрмитовой интерполяции, они позволяют
использовать более простые (лагранжевы) элементы. При этом удается единообразно по-
лучать схемы сколь угодно высокого порядка аппроксимации. Построение смешанных схем
основано на сведении тем или иным способом уравнений четвертого порядка к системам
уравнений второго порядка. Одним из наиболее универсальных способов такого сведения
является способ, предложенный в [3] применительно к линейным задачам теории непо-
логих оболочек. Аналогичные схемы для нелинейных задач теории пластин и оболочек
построены и исследованы в [4–9].

1. В настоящей работе изучаются итерационные методы градиентного типа для числен-
ной реализации смешанных схем конечных элементов решения геометрически и физически
нелинейных задач теории пологих оболочек.

Все рассмотрения ведутся на примере задачи о равновесии пологой оболочки, жестко
защемленной по одной части (Γu) и шарнирно опертой по другой части (Γσ) контура
Γ = Γu ∪ Γσ. Эта задача может быть сформулирована (см., например, [10], с. 260) как
задача отыскания критических точек функционала (потенциальной энергии)

F (u) = F0(u) −

∫

Ω

fiuidx, F0(u) =

∫

Ω

ϕ(ε, κdx,

Ω — ограниченная двумерная область в плоскости x1, x2, отождествляемая со срединной
поверхностью оболочки, ϕ — плотность потенциальной энергии изгиба, f = (f1, f2, f3) —
внешняя нагрузка, u = (u1, u2, u3) — вектор смещений, u1, u2 — касательные смещения,
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u3 — нормальное смещение (прогиб),

V =

{

u ∈ W 1
2 × W 1

2 × W 2
2 , u = 0, x ∈ Γ,

∂u3

∂n
= 0, x ∈ Γu

}

,

где n = (n1, n2) — нормаль к Γ. Компоненты тангенциальной ε = (ε11, ε12, ε22) и изгибной
κ = (κ11, κ12, κ22) деформации вычисляются по формулам

εij(u) = eij(u) + 0.5u3,i u3,j ,

eij(u) = 0.5(ui,j +uj,i ) + kiju3, i, j = 1, 2

(kij — начальные кривизны оболочки, i, j = 1, 2),

κij(u) = −u3,ij , i, j = 1, 2, u,i =
∂u

∂xi

, u,ij =
∂2u

∂xi∂x j

.

В дальнейшем предполагается, что функция ϕ дифференцируема. Необходимые усло-
вия минимума функционала F дают уравнения равновесия оболочки в перемещениях и
естественные граничные условия на Γσ. Решения уравнений равновесия — критические
(не обязательно экстремальные) точки функционала F .

Для простоты изложения будем считать, что Ω — многоугольная область, на кото-
рой проведена регулярная триангуляция (см., например, [1], с. 134) с максимальным диа-
метром элементов h, удовлетворяющая так называемому обратному предположению ([1],
с. 142). Предполагается также, что все точки x ∈ Γ̄σ ∩ Γ̄u при триангуляции совпадают с
вершинами треугольников.

Обозначим через Hl(
o

Hl) подпространство функций из W 1
2 (

o

W 1
2 ), являющихся полино-

мами степени не выше l по совокупности переменных на каждом из треугольников триан-
гуляции.

Приближенное решение исходной задачи будем искать как функцию

y = (y1, y2, y3) ∈ Vh =
o

H l−1 ×
o

H l−1 ×
o

H l, l ≥ 2,

являющуюся критической точкой функционала Fh(y):

gradFh(y) = 0, (1)

где

Fh(y) =

∫

Ω

ϕ(εh(y), κh(y))dx −

∫

Ω

fiyidx,

εh
ij(y) = εij(y), κ

h
ij(y) = −wh

ij(y) = −wh
ij(y3), i, j = 1, 2, функции wh

ij(y3) =∈ Hl, определя-
ются соотношениями, аналогичными [3]:

∫

Ω

wh
ijηdx = −0.5

∫

Ω

(y3,i η,j +y3,j η,i )dx − 0.5

∫

Γσ

(y3,inj + y3,jni) ηdx (2)

для любых η ∈ Hl, i, j = 1, 2.
В данной работе изучается двуслойный итерационный метод градиентного типа

B
yk+1 − yk

τ
+ gradFh

(

yk
)

= 0, k = 0, 1, 2, . . . (3)
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для решения задачи (1), где
By = gradΦ(y),

Φ(y) = 0.5
2

∑

i,j=1

∫

Ω

(

wh
ij (y3)

)2
dx + 0.5

2
∑

i=1

∫

Ω

|∇yi|
2 dx,

τ > 0 — итерационный параметр.
Исследуем сходимость метода. В дальнейшем будем обозначать арифметическое про-

странство узловых параметров пространства Vh также через Vh, [·, ·] — скалярное произ-
ведение в этом пространстве. Следуя [3], введем на пространстве Vh норму

‖ y ‖2=
2

∑

i,j=1

∫

Ω

(

wh
ij (y3)

)2
dx +

2
∑

i=1

∫

Ω

| ∇yi |
2 dx.

Итерационный метод (3) в дальнейшем будет удобно записывать в виде

B
yk+1 − yk

τ
+ Ahyk = fh,

где оператор Ah : Vh → Vh и fh ∈ Vh порождаются соотношениями

[

Ahy, v
]

=

∫

Ω

〈∇ (λh (y)) , λh (y, v)〉 dx,

[fh, v] =

∫

Ω

fividx,

λh (y) =
(

εh (y) , κh (y)
)

, λh (y, v) =
(

εh (y, v) , κh (v)
)

,

εh
ij (y, v) = eh

ij + 0.5 (y3,iv3,j + y3,jv3,i) ,

〈·, ·〉 — скалярное произведение в пространстве R6.
Относительно области Ω всюду в дальнейшем будем предполагать, что задача Дирихле

∆u = f, x ∈ Ω, u = 0, x ∈ Γ

имеет решение u ∈ W 2
2∩

o

W 1
2 для любых f ∈ L2, и

‖ u ‖W 2

2
≤ c ‖ f ‖L2

(см. [11] с. 208 – 221).
Приведем необходимые вспомогательные результаты.
Лемма 1 [4]. Существует постоянная c > 0, такая, что

‖y‖W 1

4

≤
2

∑

i,j=1

∥

∥wh
ij (y)

∥

∥

L2

∀y ∈
o

H l .

Очевидным следствием леммы 1 (см. также [3]) является
Лемма 2. Существует постоянная c > 0, такая, что

‖y‖W 1

2

≤
2

∑

i,j=1

∥

∥wh
ij (y)

∥

∥

L2

∀y ∈
o

H l .
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Из леммы 2 и неравенства Корна непосредственно вытекает
Лемма 3 [9]. Существуют не зависящие от h постоянные c0, c1 > 0, такие, что

c0

2
∑

ij=1

∫

Ω

(

∣

∣eh
ij (y)

∣

∣

2
+

∣

∣wh
ij (y)

∣

∣

2
)

dx ≤ ‖y‖2 ≤

≤ c1

2
∑

ij=1

∫

Ω

(

∣

∣eh
ij (y)

∣

∣

2
+

∣

∣wh
ij (y)

∣

∣

2
)

dx ∀y ∈
o

H l .

Лемма 4. Пусть функция ϕ дифференцируема, сильно выпукла, и ее градиент ∇ϕ
липшиц-непрерывен, то есть

ϕ (ξ) + ϕ (η) − 2ϕ

(

ξ + η

2

)

≥ c0 |ξ − η|2 ∀ξ, η ∈ R6,

|∇ϕ (ξ) −∇ϕ (η)| ≤ c1‖ξ − η‖ ∀ξ, η ∈ R6. (4)

Тогда существуют постоянные r, γ1(r), γ2(r) > 0, такие, что

∀y1, y2 ∈ Sr = {y ∈ Vh, ‖y‖ ≤ r}

[Ahy1 − Ahy2, y1 − y2] ≥ γ1 ‖ y1 − y2 ‖2 . (5)

| [Ahy1 − Ahy2, v] |≤ γ2 ‖ y1 − y2 ‖‖ v ‖, (6)

Доказательство. Имеем

[

Ahy1 − Ahy2, y1 − y2
]

=

∫

Ω

〈

∇ϕ
(

λh

(

y1
))

, λh

(

y1, y1 − y2
)〉

dx− (7)

−

∫

Ω

〈

∇ϕ
(

λh

(

y2
))

, λh

(

y2, y1 − y2
)〉

dx.

Нетрудно подсчитать, что

λh

(

y1, y1 − y2
)

= λh

(

y1
)

− λh

(

y2
)

+ βh

(

y1 − y2
)

,

λh

(

y2, y1 − y2
)

= λh

(

y1
)

− λh

(

y2
)

− βh

(

y1 − y2
)

,

βh(y
1 − y2) =

= 0.5
(

(

y1
3,1 − y2

3,1

)2
,
(

y1
3,1 − y2

3,1

) (

y1
3,2 − y2

3,2

)

,
(

y1
3,2 − y2

3,2

)2
, 0, 0, 0

)

.

Тогда из (7) получим
[

Ahy1 − Ahy2, y1 − y2
]

=

=

∫

Ω

〈

∇ϕ
(

λh

(

y1
))

−∇ϕ
(

λh

(

y2
))

, λh

(

y1
)

− λh

(

y2
)〉

dx+

+0.5
2

∑

i,j=1

∫

Ω

(

∂ϕ

εij

(

λh

(

y1
))

+
∂ϕ

εij

(

λh

(

y2
))

)

((

y1
3,i − y2

3,i

) (

y1
3,j − y2

3,j

))

dx.

Поскольку функция ϕ сильно выпукла, ее градиент сильно монотонен, то есть

〈∇ϕ(ξ) −∇ϕ (η) , ξ − η〉 ≥ c | ξ − η |2, c = const > 0 ∀ξ, η ∈ R6,
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следовательно,
[

Ahy1 − Ahy2, y1 − y2
]

≥ c
∥

∥λh

(

y1
)

− λh

(

y2
)∥

∥

2

L2

−

−c
2

∑

i,j=1

∥

∥

∥

∥

∂ϕ

εij

(

λh

(

y1
)

+
∂ϕ

∂εij

(

λh(y
2
)

)∥

∥

∥

∥

L2

∥

∥

(

y1
3,i − y2

3,i

) (

y1
3,j − y2

3,j

)∥

∥

L2

,

причем
∥

∥λh

(

y1
)

− λh

(

y2
)
∥

∥

2

L2

≥ c
∥

∥y1 − y2
∥

∥

2
,

∥

∥

(

y1
3,i − y2

3,i

) (

y1
3,j − y2

3,j

)∥

∥

L2

≤ c
∥

∥y1 − y2
∥

∥

2
,

кроме того, в силу (4) и леммы 2, имеем

2
∑

i,j=1

∥

∥

∥

∥

∂ϕ

εij

(

λh

(

y1
))

+
∂ϕ

εij

(

λh

(

y2
))

∥

∥

∥

∥

L2

≤ c
(∥

∥y1
∥

∥ +
∥

∥y2
∥

∥

)

≤ 2cr.

Из полученных оценок очевидным образом вытекает справедливость неравенства (5).
Для доказательства неравенства (6) заметим, что

[

Ahy1 − Ahy2, v
]

=

∫

Ω

〈

∇ϕ
(

λh

(

y1
))

, λh

(

y1, v
)〉

dx−

−

∫

Ω

〈

∇ϕ
(

λh

(

y2
))

, λh

(

y2, v
)〉

dx =

=

∫

Ω

〈

∇ϕ
(

λh

(

y1
))

, λh

(

y1, v
)

− λ
(

y2, v
)〉

dx+ (8)

+

∫

Ω

〈

∇ϕ
(

λh

(

y1
))

−∇ϕ
(

λh

(

y2
))

, λh

(

y2, v
)〉

dx.

Далее
∥

∥λh

(

y1, v
)

− λh

(

y2, v
)∥

∥

2

L2

≤

2
∑

i,j=1

∥

∥

(

y1
3,i − y2

3,i

)

v3,j + (9)

+
(

y1
3,j − y2

3,j

)

v3,i

∥

∥

2

L2

≤ ‖y1 − y2‖
2 ‖v‖2 .

Кроме того, в силу липшиц-непрерывности функции ϕ для любых y1, y2 ∈ Sr

∥

∥∇ϕ
(

λh

(

y1
))

−∇ϕ
(

λh

(

y1
))∥

∥

2

L2

≤ c
∥

∥λh

(

y1
)

− λh

(

y1
)∥

∥

2

L2

≤

≤ c
2

∑

i,j=1

[

∥

∥eij

(

y1 − y2
)∥

∥

2

L2

+
∥

∥wh
ij

(

y1 − y2
)∥

∥

2

L2

+

+
∥

∥y1
3,i

(

y1
3,j − y2

3,j

)∥

∥

2

L2

+
∥

∥y2
3,j

(

y1
3,i − y2

3,i

)∥

∥

2

L2

]

,

причем
∥

∥y1
3,i

(

y1
3,j − y2

3,j

)∥

∥

2

L2

≤ c
∥

∥y1 − y2
∥

∥

2 ∥

∥y1
∥

∥

2
≤ cr2

∥

∥y1
∥

∥

2
,

∥

∥y2
3,j

(

y1
3,i − y2

3,i

)∥

∥

2

L2

≤ c
∥

∥y1 − y2
∥

∥

2 ∥

∥y2
∥

∥

2
≤ cr2

∥

∥y1
∥

∥

2
.
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Таким образом,

∥

∥∇ϕ
(

λh

(

y1
))

−∇ϕ
(

λh

(

y1
))∥

∥

2

L2

≤ c1

∥

∥y1 − y2

∥

∥

2 [

1 + r2
]

. (10)

Из (8 ) – (10) получим ∀y1, y2 ∈ Sr, v ∈ Vh

∣

∣

[

Ahy1 − Ahy2, v
]∣

∣ ≤ c0r
∥

∥y1 − y2
∥

∥ ‖v‖ + c1r
(

1 + r2
)1/2 ∥

∥y1 − y2
∥

∥ ‖v‖ =

= γ2

∥

∥y1 − y2
∥

∥ ‖v‖ .

Лемма доказана.
Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 4, и

‖ f ‖B−1≤
γ2

γ1

{

γ2 −
(

γ2
2 − γ2

1

)1/2
}

r. (11)

Тогда итерационный процесс (3) сходится при τ = τ0 = γ1/γ
2
2 при любом начальном

приближении y0 ∈ Sr. Справедлива оценка скорости сходимости

‖ yk+1 − y ‖2≤ ρ0 ‖ yk − y ‖2, (12)

где ρ0 = 1 − γ2
1/γ

2
2 .

Доказательство. Пусть

Sy = y − τB−1Ay + τB−1f.

Согласно [12] (с. 106), для любых y, v ∈ Sr получим

‖ Sy − Sv ‖2=

=‖ y − v ‖2 −2τ [Ay − Av, y − v] + τ 2[B−1(Ay − Av), Ay − Av],

откуда в силу леммы 4 следует, что

‖ Sy − Sv ‖2≤ ρ(τ) ‖ y − v ‖2, (13)

где ρ(τ) = 1 − 2τγ1 + τ 2γ2
2 . Тогда

‖ Sy ‖≤‖ S0y ‖ +τ ‖ B−1f ‖B≤ ρ1/2(τ) ‖ y ‖ +τ ‖ f ‖B−1 . (14)

Минимальное значение ρ(τ) достигается при τ = τ0 = γ1/γ
2
2 , ρ(τ0) = 1 − γ2

1/γ
2
2 . Пусть

выполнено условие (11). Учитывая, что ‖ y ‖≤ r при τ = τ0, из (14) получим ‖ Sy ‖≤ r, то
есть оператор S осуществляет сжатое отображение множества Sr в себя с коэффициентом
сжатия ρ(τ0) = ρ0 < 1, и для y — решения задачи (1) — справедливо неравенство (12).
Теорема доказана.

При более сильных ограничениях на функцию ϕ (см. [12, 13]) оценку скорости схо-
димости итерационного процесса (3) можно улучшить. Будем предполагать далее, что
функция ϕ дважды дифференцируема. В этом случае оператор Ah имеет в каждой точке
v пространства Vh производную Гато ∂Ah

v . Нетрудно подсчитать, что для любых y, v, η ∈ Vh

выполняется равенство

[∂Avy, η] =

∫

Ω

{〈

∇2ϕ(λh(v))λh(v, y), λh(v, η)
〉

+
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+
〈

∇ϕ(λh(v)), dh(y, η)
〉}

dx,

где
λh(v, y) =

(

εh (v, y) , wh (y)
)

, εh (v, y) = eh (v) + dh (v, y) ,

dh
ij(v, y) = 0.5v3,iy3,j, i, j = 1, 2,

∇2ϕ(ξ) — матрица вторых производных функции ϕ в точке ξ ∈ R6.
Лемма 5. Пусть существуют постоянные с0, с1 > 0, такие, что

c0 | η |2≤< ∇2ϕ(ξ)η, η >≤ c1 | η |2 ∀ξ, η ∈ R6. (15)

Тогда существуют постоянные r0, γ1(r0), γ2(r0) > 0, такие, что

γ1 ‖ y ‖2≤ [∂Avy, y] ≤ γ2 ‖ y ‖2 ∀y ∈ Vh, v ∈ Sr. (16)

Доказательство. Используя левое неравенство (15), получим

[∂Avy, y] =

∫

Ω

{〈

∇2ϕ(λh(v))λh(v, y), λh(v, y)
〉 〈

∇ϕ(λh(v)), dh(y, y)
〉}

dx ≥

≥ c ‖ λh(v, y) ‖2
L2

−c ‖ ∇ϕ(λh(v)) ‖L2
‖ dh(y, y) ‖L2

.

В силу леммы 3
‖ λh(v, y) ‖2

L2
≥ c ‖ y ‖2 −c ‖ dh(v, y) ‖2

L2
.

Используя лемму 1, нетрудно показать, что

‖ dh(v, y) ‖2
L2
≤ c ‖ y ‖2‖ v ‖2 .

Кроме того, в силу (4) и леммы 2

‖ ∇ϕ(λh(v)) ‖2
L2
≤

(

∥

∥wh (v)
∥

∥

2

L2

+
∥

∥εh (v)
∥

∥

L2

)

≤ ‖v‖2 .

Следовательно,
[∂Avy, y] ≥ c ‖ y ‖2

(

1 − c
(

‖ v ‖ + ‖ v ‖2
))

.

Выбирая r0 > 0 так, чтобы (1 − c(‖ v ‖ + ‖ v ‖2) > 0 при ‖ v ‖≤ r0, получим левое неравен-
ство (16). Правое же неравенство обосновывается аналогично, с использованием правого
неравенства (15) и леммы 3. Лемма доказана.

Теорема 2. Пусть выполнены условия леммы 5 и

‖ f ‖B−1≤ γ1r. (17)

Тогда итерационный процесс (3) сходится при любом начальном приближении y0 ∈ Sr

и 0 < τ < 2/γ2. Наилучшая оценка скорости сходимости достигается при τ = τ0 =
2/(γ1 + γ2):

‖ yk+1 − y ‖≤ ρ0 ‖ yk − y ‖,

где ρ0 = (1 − ζ) / (1 + ζ) , ζ = γ1/γ2.
Доказательство аналогично [12], [13] и основано на оценке ‖ ∂Sξ ‖.
Замечание 1. Нетрудно видеть, что в случае геометрически линейной модели обо-

лочки, когда компоненты тангенциальной деформации εij(u) полагают равными eij(u),
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ограничения (11) (соответственно (17)) на нагрузку f при исследовании сходимости ите-
рационного метода (3) можно снять.

2. Обсудим теперь практические аспекты применения итерационного процесса (3). Опи-
шем сначала в общих чертах способ вычисления gradFh(y

k) (см. также [4, 3]). Имеем

[

Ahy, v
]

= 2

∫

Ω

(

aijklε
h
ij (y)

(

eh
kl (v) + ϑh

k (y) ϑh
l (v)

)

+

+bijklκ
h
ij (y) κ

h
kl (v)

)

dx. (18)

Представим правую часть равенства (18) в виде

∫

Ω

(giηi + gk,iηk,i) dx, (19)

где gi, gk,i — известные (если известен вектор y) функции. Тогда вычисление компонент
вектора gradFh(y) сводится к вычислению на каждом элементе T ⊂ Ω интегралов вида

∫

T

giψsdx,

∫

T

gk,iψs,idx,

где ψs, s = 1, 2, . . . — базисные функции Лагранжа элемента триангуляции T , и последу-
ющему применению хорошо известного в МКЭ алгоритма “сборки” (см., например, [14]).
Очевидно, что выражения, не содержащие wh

ij, имеют нужную форму (19). Для преобра-
зования остальных слагаемых в правой части (18) определим функции fh

kl ∈ Hl с помощью
соотношений

∫

Ω

fh
klηdx =

∫

Ω

bijklκ
h
ij (y) ηdx ∀η ∈ Hl. (20)

Тогда, используя определение wh
ij(v), получим

∫

Ω

bijklκ
h
ij (y) wh

kl (v) dx =

∫

Ω

fh
klw

h
kl (v) dx =

= −0.5

∫

Ω

(

fh
kl,lv3,k + fh

kl,kv3,l

)

dx ∀v ∈
o

Hl .

Подчеркнем, что вычисление функций fh
ij, wh

ij(y3) предполагает решение систем линей-
ных алгебраических уравнений с матрицей масс [14], соответствующей базису простран-
ства Hl.

Следующий этап численной реализации итерационного метода — обращение матрицы
B, то есть решение на каждом шаге итераций системы линейных уравнений вида

−∆hy
k+1
i = F k

i , i = 1, 2,

B3y
k+1
3 = F k

3 ,

где ∆h — конечноэлементная аппроксимация оператора Лапласа на пространстве
o

H l−1, а

оператор B3 :
o

Hl→
o

H l определяется следующим образом:

[B3y3, v3] = −0.5
2

∑

i,j=1

∫

Ω

(

(

wh
ij (y3)

)

,j
v3,i +

(

wh
ij (y3)

)

,i
v3,j

)

dx
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для любых v3 ∈
o

Hl, F k = −τ gradFh(y
k) + Byk. Это означает, что для отыскания yk+1

3

приходится решать линейную систему вида

Mwh
ij + Cijy

k+1
3 = 0, i, j = 1, 2,

2
∑

i,j=1

CT
ijw

h
ij = F k

3 ,

где M — матрица масс, Cij — матрицы конечноэлементных аппроксимаций дифференци-
альных операторов второго порядка, определяемые правыми частями соотношений (2).
Для решения систем такого вида можно применять методы типа Холесского [15, 16]. Наи-
большую трудность при реализации итерационного метода (3) представляет, очевидно,
отыскание y3. Заметим, что

[B3y3, y3] =
[

M−1Cijy3, Cijy3

]

∀y3 ∈
o

Hl .

Из регулярности триангуляции вытекает, что матрица M−1 энергетически эквивалентна
диагональной матрице D с постоянными эквивалентности, не зависящими от h [3]. Отсюда
непосредственно вытекает, что c0B

0
3 ≤ B3 ≤ c1B

0
3 , где B0

3 = CT
ijDCij. Теперь ясно, что в

итерационном методе (3), не ухудшая оценки скорости сходимости, матрицу B3 можно
заменить на B0

3 . Очевидно, B0
3 — симметричная положительно определенная ленточная

матрица. Ширина ленты зависит от l и h.
Иногда возможно использование оператора B3 еще более простой конструкции. В част-

ности, на прямоугольной области Ω при специальной триангуляции можно использовать
итерационный метод с матрицей B3, соответствующей аппроксимации оператора Лапласа

на пространстве
o

Hl, то есть определить оператор B равенством

[By, y] =
3

∑

i=1

∫

Ω

|∇yi|
2 dx ∀y ∈ Vh. (21)

В этом случае скорость сходимости итерационного процесса зависит от h.
При исследовании сходимости итерационного процесса используется
Лемма 6 [3]. Существуют постоянные γ1, γ2 > 0, такие, что

γ1 ‖y‖W 1

2

≤

2
∑

i,j=1

‖wij (y)‖L2
≤

γ2

h2
‖y‖W 1

2

∀y ∈
o

Hl .

Теорема 3. Итерационный процесс (3) с оператором B, определенным равенством
(21), для нахождения решения с относительной точностью ε требует не более
O(h−2 ln ε−1) итераций.

Доказательство теоремы непосредственно следует из [12] (см. также [13]) и леммы 6.
При реализации описанных итерационных методов на каждом шаге приходится ре-

шать конечноэлементные уравнения Пуассона. В случае простых областей и специальных
триангуляций с этой целью можно использовать экономичные прямые и итерационные
методы [13], [17], [18] с числом операций, пропорциональным числу точек сетки.

3. Возможности обсуждаемых в работе итерационных методов иллюстрируются на при-
мере классической задачи [19] о деформации пологой бесконечно длинной цилиндрической
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оболочки под действием равномерно распределенного нормального давления. Продольные
края оболочки предполагаются жестко защемленными. Задача сводится к решению урав-
нения

gradΦ(v) = 0, (22)

где

Φ(v) =

∫ 1

−1

(

k1

(

v′

1 − v3 + 0.5 (v′

3)
2
)2

+ (v′′

3)
2
− 2qv3

)

dξ,

k1 = 3k2/4, q = pRb2/D — безразмерный параметр нагрузки, k = 4b2/Rt — безразмерный
параметр кривизны, t — толщина оболочки, R — радиус оболочки, 2b — ширина оболочки,
D — изгибная жесткость, при граничных условиях

vi(−1) = vi(1) = 0, i = 1, 3, v′

3(−1) = v′

3(1) = 0. (23)

Для решения задачи (22) – (23) применялся итерационный процесс (3) при l = 2 (l
определяет пространство конечных элементов Vh) Отрезок [−1, 1] разбивался на элементы
равной длины. Оператор B определялся соотношением

[By, y] =

∫ 1

−1

(

(y′

1)
2
+ w2 (y3)

)

dx ∀y ∈ Vh.

Для расширения диапазона нагрузок, при которых обеспечивается сходимость итераций,
применялся хорошо известный в теории нелинейных оболочек метод продолжения по па-
раметру нагрузки (см., например, [20, 21]). Использовался простейший вариант этого ме-
тода. Сначала задача решалась при некотором малом q = q0. Затем нагрузка увеличива-
лась по закону q = qj = q0r

j, r > 1, j = 1, 2 . . . , и в качестве начального приближения
принималось решение, полученное при q = qj−1. Оптимальные значения итерационных
параметров τ 0

1 , τ 0
3 , используемые для решения задачи при q = q0, выбирались экспери-

ментально (они зависят от k). В дальнейшем параметры τ1, τ3 уменьшались по закону
τ j
i = r−j

i τ 0
i , i = 1, 3, ri > 1 при 1 ≤ j ≤ j0. Количество итераций, необходимых для до-

стижения требуемой точности, при этом оказывается практически не зависящим от числа
элементов.

Рис. 1.
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Рис. 2.

Результаты расчетов при k = 11.5, 15, q0 = 1 (начальная нагрузка), r = 1.2, r1 = 1.2,
r3 = 1.5, j0 = 5, δ = 10−4, τ 0

1 = 1, τ 0
3 = 0.8, n = 15 (количество элементов) приведены на

рис. 1, 2. Сплошные кривые описывают точные зависимости [19] максимального безраз-
мерного прогиба от безразмерного параметра нагрузки. Штриховые кривые построены по
результатам расчетов. Видно, что при превышении критического значения нагрузки (при
k = 15 оно соответствует хлопку оболочки) происходит резкое возрастание расчетного
прогиба. При этом точность расчетов в закритической области несколько снижается. Та-
ким образом, предлагаемый итерационный метод позволяет удовлетворительно описывать
прогибы оболочки в областях их однозначной зависимости от параметра нагрузки.
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