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New formulation for one-side stationary and nonstationary problems with one-side

contractions is given. Using this formulation, approximate schemes are constructed, stability

and error estimates are proved.

Пусть V — замкнутое подпространство гильбертова пространства H; a0(u, v), b(u, v),
c(u, v) — симметричные ограниченные на V билинейные формы; a0, b коэрцитивны на V ,
c(u, u) ≥ 0; (f, v) — линейный функционал на H; g1,i(u), g2,i(u) — линейные ограниченные
на V функционалы.

Рассмотрим

dk(u, v) =

Nk
∑

i=1

dk,igk,i(u)gk,i(v), dk,i > 0, k = 1, 2,

d(u, v) = d1(u, v) + d2(u, v),

a(u, v) = a0(u, v) + d(u, v),

gk,i(Su) =

{

Ik,i, gk,i(u) ≥ Gk,i

gk,i(u) − Ik,i, gk,i(u) < Gk,i,

Gk,i ∈ R, I1,i = 0, I2,i = G2,i,

dk(Su, v) =

Nk
∑

i=1

dk,igk,i(Su)gk,i(v),

a(u) = a(u, u), b(u) = b(u, u) и т. д.,

||u||2 = a(u), ||u||21 = b(u), ||u||20 = d(u).

Из неотрицательности d и коэрцитивности a0 следует, что

||u||20 ≤ q||u||2 0 < q < 1. (1)

Из очевидного неравенства |gk,i(Su1) − gk,i(Su2)| ≤ |gk,i(u1) − gk,i(u2)| вытекает, что

|d(Su1, v) − d(Su2, v)| ≤ ||u1 − u2|| · ||v||0. (2)
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Предполагается, что справедливо неравенство

||u||0 ≤
√

c(u) + K||u||1. (3)

Стационарная задача с односторонними ограничениями формулируется следующим
образом: найти u ∈ V , удовлетворяющее при ∀v ∈ V равенству

a(u, v) − d(Su, v) = (f, v). (4)

Из (2) и коэрцитивности a0 следует неравенство

a(u1 − u2) − [d(Su1, u1 − u2) − d(Su2, u1 − u2)] ≥ a(u1 − u2) − d(u1 − u2) ≥ a0(u) ≥ K||u||2,

из которого вытекает существование и единственность решения задачи (4).
Приближенная схема имеет вид

a(um, v) − d(Sum−1, v) = (f, v)u0 = 0, m = 1, 2, ... (5)

Теорема 1. Справедлива оценка погрешности

||u − um|| ≤ qm||u|| 0 < q < 1. (6)

Доказательство. Из (4), (5) следует

a(u − um, v) = d(Su, v) − d0(Sum−1, v).

Полагая v = u − um и пользуясь неравенствами (1), (2), получим

||u − um||
2 ≤ ||u − um||0 · ||u − um−1||0 ≤ q||u − um−1|| · ||u − um||,

откуда следует (6). Для ускорения сходимости итерационного процесса (5) может приме-
няться метод, предложенный в [1, 2]:

u∗ = um−1 +
um − um−1

1 − p
, p =

a(um − um−1, um−1 − um−2)

||um−1 − um−2||2
.

Нестационарная задача с односторонними ограничениями: найти u = u(t) ∈ V , удовлетво-
ряющее при t ∈ [0, T ] и ∀v ∈ V равенству

b(u′′, v) + c(u′, v) + a(u, v) − d(Su, v) = (f(t), v), (7)

а также начальным условиям u(0) = u′(0) = 0. Из (1) – (3) следует неравенство

t
∫

0

{

b(u′′

1 − u′′

2, u
′

1 − u′

2) + c(u′

1 − u′

2, u
′

1 − u′

2) + a(u1 − u2, u
′

1 − u′

2)−

− [d(Su1, u
′

1 − u′

2) − d(Su2, u
′

1 − u′

2)]

}

ds ≥
1

2
[b(u′

1 − u′

2) + a(u1 − u2)] +

+

t
∫

0

[c(u′

1 − u′

2) − ||u1 − u2||0 · ||u
′

1 − u′

2||]ds ≥
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≥
1

2
[b(u′

1 − u′

2) + a(u1 − u2)] − K

t
∫

0

[a(u1 − u2) + b(u′

1 − u′

2)]ds,

из которого методами [3] доказывается существование и единственность решения зада-
чи (7). В стандартных обозначениях tm = mΘ, um = u(tm), αmu = 2−1(um+1 + um−1),
δmu = Θ−1(um+1 − um), βmu = 2−1(δmu + δm−1u), γmu = Θ−1(δmu − δm−1u) запишем раз-
ностную схему второго порядка аппроксимации:

b(γmu, v)+c(βmu, v)+a(αmu, v)−d(Sum, v) = (fm, v), m = 0, 1, ..., M, u0 = u−1 = 0. (8)

Теорема 2. Для схемы (6) справедливо неравенство устойчивости

||δmu||1 + ||um|| ≤ K. (9)

Доказательство. Полагая в (8) v = Θβmu и пользуясь очевидными равенствами

b(γmu, βmu) = (2Θ)−1 [b(δmu) − b(δm−1u)] , a(αmu, βmu) = (4Θ)−1 [a(um+1) − a(um−1)] ,

получим

b(δmu) + 2−1 [a(um+1) + a(um)] + 2Θ
m

∑

i=0

c(βiu) = 2Θ
m

∑

i=0

[(fi, βiu) + d(Sui, βiu)] .

Применим (1) – (3). Тогда

b(δmu) + a(um+1) ≤ KΘ

[

m−1
∑

k=0

(b(βku) + a(uk)) + a(uk)

]

.

Из дискретного варианта леммы Гронуолла [4] следует (9). Из устойчивости стандартно
вытекает оценка погрешности

||u′ − δmu||1 + ||u − um|| ≤ KΘ2.

Вычислительным преимуществом предложенных приближенных схем является то, что
правые части уравнений не зависят от номера итерации или шага по времени.
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