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Linear and nonlinear implicit iterative fission finite differences algorithms for solving
the stationary system of equations describing free convection are considered. The schemes
are based on the displaced grids with symmetrical approximation. Convergence of
iterative processes is examined.

В параллелепипеде D = {0 < xα < 1, α = 1, N}, где N — размерность пространства,
рассмотрим систему стационарных уравнений свободной конвекции в безразмерных пе-
ременных

(u∇)u + grad p = ∆u − g

|g|Gr θ + f(x), (1)

div u = 0, (2)

(u∇)θ =
1

Рr
∆θ + g(x), (3)

где f(x), g(x) — заданные функции; u = (U, V,W ) — вектор скорости; p — давление,
отсчитываемое от гидростатического; θ — температура; g — вектор силы тяжести; Gr =
gβθL

ν2
— число Грасгофа; ν — кинематический коэффициент вязкости; Pr = ν/χ — число

Прандтля; χ — коэффициент теплопроводности.
Предполагается, что на границах расчетной области компоненты вектора скорости

и температура принимают однородные нулевые значения, т. е.

u
∣

∣

∂D
= θ

∣

∣

∂D
= 0. (4)

Численному исследованию дифференциальных задач тепловой конвекции, описыва-
емых уравнениями (1)–(3), посвящено немало работ [1]. Разработанные вычислительные
алгоритмы позволяют изучить конвективные течения несжимаемой жидкости в широ-
ком диапазоне параметров среды. Однако математическое обоснование применимости
используемых на практике алгоритмов отсутствует.

В работах [2, 3] для численного решения сеточных уравнений тепловой конвекции,
соответствующих разностному аналогу дифференциальной задачи (1)–(4), рассмотре-
ны итерационные схемы, основанные на аппроксимации конвективных слагаемых по
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формуле Самарского [4], исследованы вопросы устойчивости и численной реализации.
Исследование сходимости итерационных алгоритмов, предложенных в работах [2, 3],
ввиду того, что коэффициент схемной вязкости нелинейно зависит от значений компо-
нент скорости, затруднительно.

В данной работе для разностных аналогов уравнений (1)–(3), записанных на сме-
щенных сетках с симметричной аппроксимацией, рассмотрим итерационный алгоритм
расщепления следующего вида:

un+1/2 − un

τ
+ Lh,uu

n+1/2 + gradhp
n = ∆hu

n+1/2 − Grg

|g| θn+1 + f(x), (5)

un+1 − un+1/2

τ
+ gradh(p

n+1 − pn) = 0, (6)

divhu
n+1 = 0, (7)

θn+1 − θn

τ
+ Lh,θθ

n+1 =
1

Pr
∆hθ

n+1 + g(x), (8)

с начальными и однородными нулевыми краевыми условиями, и будем изучать вопросы
сходимости. Здесь и в дальнейшем обозначения такие же, как и в работе [3].

Ограниченность итераций алгоритма (5)–(8) можно показать, используя для аппрок-
симации конвективных членов “энергетически нейтральные” операторы Lh,u и Lh,θ, т. е.
такие, для которых выполняются равенства

(Lh,uV, V ) = 0, (Lh,θV, V ) = 0,

∀V ∈ Ω0
h(Dh) — пространство сеточных функций с нулевыми значениями на границе.

Введем погрешности итерации

zn+1/2 = un+1/2 − u, zn = un − u,

πn = pn − p, T n = θn − θ,

где u, p, θ — решение соответствующей сеточной стационарной разностной задачи для
(1)–(4).

Сначала рассмотрим линейный случай, т. е. случай, когда конвективные слагаемые
отсутствуют. Уравнения для погрешности при этом имеют вид

zn+1/2 − zn

τ
+ gradhπ

n = ∆hz
n+1/2 − Gr

|g|gT n+1, (9)

zn+1 − zn+1/2

τ
+ gradh(π

n+1 − πn) = 0, (10)

divh zn+1 = 0, (11)

T n+1 − T n

τ
=

1

Pr
∆hT

n+1 (12)

с однородными краевыми условиями для компонент скорости и температуры. Видим,
что в этом случае задача конвективного движения распадается на две задачи.
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Для погрешности температуры T n+1 из (12) имеем

∥

∥T n+1
∥

∥

2 − ‖T n‖2 +
∥

∥T n+1 − T n
∥

∥

2
+

2τ

Pr

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
= 0.

Отсюда
∥

∥T n+1
∥

∥ 6 q‖T n‖ 6 . . . 6 qn
∥

∥T 0
∥

∥,

где q =

(

1 +
2τ

Pr
c0

)

−1

; c0 — константа, не зависящая от параметра сетки, т. е. ‖T n‖
стремится к нулю со скоростью геометрической прогрессии.

Умножая (9) скалярно на 2τzn+1/2, имеем

∥

∥zn+1/2
∥

∥

2 − ‖zn‖2 +
∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

2 − 2τ
(

gradhπ
n, zn+1/2

)

+ 2τ
∥

∥zn+1/2
x

∥

∥

2
6

6 2τGr

∣

∣

∣

∣

(

g

|g|T
n+1, zn+1/2

)∣

∣

∣

∣

.

Используя (10), после несложных преобразований имеем

∥

∥zn+1
∥

∥

2
+ τ

∥

∥gradhπ
n+1

∥

∥

2
+

∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

2
+ 2τ

∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥ 6

6 ‖zn‖2 + τ 2‖gradhπ
n‖2 + 2τ

Gr

|g|
∣

∣

(

gT n+1, zn+1/2
)∣

∣.

Отсюда, используя неравенство Коши—Буняковского, теорему вложения и ε-нера-
венство, получим

∥

∥zn+1
∥

∥

2
+ τ 2

∥

∥gradhπ
n+1

∥

∥

2
+

∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

2
+ 2τ

(

1 − ε1Gr

δ0

)

∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
6

6 ‖zn‖2 + τ 2‖gradhπ
n‖2 +

τGr

2δ0ε1

∥

∥∇hT
n+1/2

∥

∥

2
, (13)

где ε1 — произвольное положительное число, δ0 — минимальное собственное число раз-
ностного оператора Лапласа.

Запишем энергетическое соотношение для погрешности температуры с произволь-
ным ε2, удовлетворяющее условию 0 < ε2 6 1, в следующей форме:

∥

∥T n+1 − T n
∥

∥

2
+

∥

∥T n+1
∥

∥

2
+

2τ

Pr
(1 − ε2)

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
+

2τ

Pr
ε2

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
= ‖T n‖2.

Умножая на
Ra

4δ0ε1ε2

, где Ra = Gr · Pr — число Рэлея, имеем

Ra

4δ0ε1ε2

∥

∥T n+1
∥

∥

2
+

τGr

2δ0ε1ε2

(1 − ε2)
∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
+

τGr

2δ0ε1

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
6

Ra

4δ0ε1ε2

‖T n‖2.

Полученное выражение сложим с (??):

∥

∥zn+1
∥

∥

2
+ τ 2‖gradhπ

n‖2 +
Ra

4δ0ε1ε2

∥

∥T n+1
∥

∥

2
+ 2τ

(

1 − ε1Gr

δ0

)

∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
+

+
∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

2
+

τGr (1 − ε2)

2δ0

∥

∥∇hT
n+1/2

∥

∥

2
6 ‖zn‖2 + τ 2‖gradhπ

n‖2 +
Ra

4δ0ε1ε2

‖T n‖2.
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Следовательно,

En+1+
∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

2
+2τ

(

1 − ε1Gr

δ0

)

∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
+

τGr (1 − ε2)

2δ0

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
6 En, (14)

где

En = ‖zn‖2 + τ 2‖gradhπ
n‖2 +

Ra

4δ0ε1ε2

‖T n‖2.

Отсюда следует сходимость итерационного процесса.

Для расчета скорости сходимости итерационного процесса соотношение (9) запишем
в виде

τgradhπ
n = τ∆hz

n+1/2 − τGrg

|g| T n+1 −
(

zn+1/2zn
)

и, используя неравенство треугольника, имеем

τ
∥

∥gradhπ
n
∥

∥ 6 τ
∥

∥∆hz
n+1/2

∥

∥ +
τGr

δ0

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥ +
∥

∥zn+1/2zn
∥

∥. (15)

Введем обозначения

A = 2

(

1 − ε1Gr

δ0

)

, B =
Gr (1 − ε2)

2δ0

и запишем соотношение (15) в следующей форме:

τ‖gradhπ
n‖ 6

c0τ
√

A√
A h

∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥ +
τGr

√
B√

B δ0

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥ +
∥

∥zn+1/2zn
∥

∥.

Возведя обе части в квадрат, имеем

τ 2‖gradhπ
n‖2

6 M
(

∥

∥zn+1/2zn
∥

∥

2
+ τA

∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
+ τB

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
)

, (16)

где M = 1 +
τc2

0

A h2
+

τGr2

δ2
0B

.

Умножив неравенство (16) на произвольное положительное число α и прибавив к
соотношению (14), имеем

En+1 + (1 − αM)
∥

∥zn+1/2zn
∥

∥

2
+ τA (1 − αM)

∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
+ ατ 2‖gradhπ

n‖2+

+ (1 − αM)
∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
6 En.

Выбирая число α, удовлетворяющим условиям 1 − αM > α0 > 0 и 0 < α 6 1, имеем

(1 + τAα0δ0)
∥

∥zn+1
∥

∥

2
+ τ 2

∥

∥gradhπ
n+1

∥

∥

2
+

Ra

4δ0ε1ε2

(

1 +
4τBα0

Ra
δ0ε1ε2

)

∥

∥T n+1
∥

∥

2
6

6 ‖zn‖2 +
Ra

4δ0ε1ε2

‖T n‖2 + τ 2 (1 − α) ‖gradhπ
n‖2. (17)
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Перепишем неравенство (17) следующим образом:

(1 + τAα0δ0)
∥

∥zn+1
∥

∥

2
+ τ 2

∥

∥gradhπ
n+1

∥

∥

2
+

Ra

4δ0ε1ε2

(

1 +
4τBαδ0ε1ε2

Ra

)

∥

∥T n+1
∥

∥

2
6

6 (1 + τAα0δ0)
1

1 + τAα0δ
‖zn‖2 + τ 2 (1 − α) ‖πn‖2 +

+
Ra

4δ0ε1ε2

(

1 +
4τBαδ0ε1ε2

Ra

)

1

1 +
4τBαδ0ε1ε2

Ra

‖T n‖2.

Следовательно, имеем
F n+1

6 qF n,

где

F n = (1 + τAα0δ0) ‖zn‖2 + τ 2‖gradhπ
n‖2 +

Ra

4δ0ε1ε2

(

1 +
4τBαδ0ε1ε2

Ra

)

‖T n‖2,

q = min











1

1 + τAε0δ
, 1 − α,

1

1 +
4δBαδ0ε1ε2

Ra











< 1,

т. е. величина F n стремится к нулю со скоростью геометрической прогрессии со знаме-
нателем строго меньше единицы.

Заметим, что если выбрать α ≈ O(h), то выполнение условия 1 − αM > α0 > 0
равносильно выбору итерационного параметра τ , удовлетворяющего соотношению τ 6

Mh, где M > 0 — равномерно ограниченная константа, и скорость сходимости будет
иметь первый порядок по пространственным шагам разностной сетки.

Рассмотрим теперь нелинейный алгоритм. В этом случае уравнения для погрешно-
сти имеют вид

zn+1/2 − zn

τ
+ Lh,u(un)zn+1/2 + Lh,u(zn)u + gradhπ

n = ∆hz
n+1/2 − Gr

|g|gT n+1, (18)

zn+1/2 − zn

τ
+ gradh(π

n+1 − πn) = 0, (19)

divhz
n+1 = 0, (20)

T n+1 − T n

τ
+ Lh,θ(u

n)T n+1 + Lh,θ (zn) θ =
1

Pr
∆hT

n+1. (21)

Умножая (18) на 2τzn+1/2 и рассуждая так же, как и в линейном случае, имеем для
погрешности компонент вектора скорости и давления

∥

∥zn+1/2
∥

∥

2
+

∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

2
+ τ 2

∥

∥gradhπ
n+1

∥

∥

2
+ τ

∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
6

6 ‖zn‖2 + τ
∥

∥gradπn
∥

∥

2
+ τ

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
+ 2τ

∣

∣

(

Lh,u (zn)u, zn+1/2
)∣

∣

и для погрешности температуры

∥

∥T n+1
∥

∥

2
+

∥

∥T n+1 − T n
∥

∥

2
+

2τ

Pr
(1 − ε)

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
6 ‖T n‖2 + 2τ

∣

∣

(

Lh,θ (zn) θ, T n+1
)∣

∣.
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Оценим вклад нелинейных слагаемых на погрешности следующим образом:
∣

∣

(

Lh,u (zn)u, zn+1/2
)∣

∣ 6
∣

∣

(

Lh,u

(

zn+1/2 − zn
)

u, zn+1/2
)∣

∣ +
∣

∣

(

Lh,u

(

zn+1/2
)

u, zn+1/2
)∣

∣ 6

6 c0‖∇hu‖
(

∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

L4(Dn)
·
∥

∥zn+1/2
∥

∥

L4(Dn)
+

∥

∥zn+1/2
∥

∥

2

L4(Dn)

)

6

6 c1‖∇hu‖
(

∥

∥∇h

(

zn+1/2 − zn
)
∥

∥ ·
∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥ +
∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
)

,

∣

∣

(

Lh,θ (zn) θ, T n+1
)
∣

∣ 6
∣

∣

(

Lh,θ

(

zn+1/2 − zn
)

θ − Lh,u

(

zn+1/2
)

θ, T n+1
)
∣

∣ 6

6

∣

∣

∣

(

Lh,θ

(

z
n+1/2 − zn

)

θ, T n+1
)∣

∣

∣
+

∣

∣

(

Lh,θ

(

zn+1/2
)

θ, T n+1/2
)
∣

∣ 6

6 c0‖∇hθ‖
(∥

∥∇
(

zn+1/2 − zn
)∥

∥ ·
∥

∥∇hT
n+1

∥

∥ +
∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥ ·
∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

)

.

Далее, используя ε-неравенство, из этих соотношений имеем

∣

∣

(

Lh,u (zn)u, zn+1/2
)∣

∣ 6 c1‖∇hu‖
(

(1 + ε3)
∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
+

1

4ε3

∥

∥∇h

(

zn+1/2 − zn
)∥

∥

2
)

,

∥

∥T n+1
∥

∥

2
+

∥

∥T n+1 − T n
∥

∥

2
+

2τ

Pr
(1 − ε0c0 Pr ‖∇hθ‖) (ε4 + ε5)

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
+

+
2τ

Pr
ε6

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
6

τ c0‖∇hθ‖
2ε4h2

∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

2

L2(Dn)
+

τ c0‖∇hθ‖
2ε5

∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
, (22)

∥

∥zn+
∥

∥

2
+

∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

2
+ τ 2

∥

∥gradhπ
n+1

∥

∥

2
+ τA

∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
6

6 ‖zn‖2 + τ 2
∥

∥gradhπ
n
∥

∥

2
+ τB

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
+ 2τ c̄1‖∇hu‖ (1 + ε3)

∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
+

+
τ

2ε3h2
c1‖∇hu‖

∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

2
,

∥

∥zn+1
∥

∥

2
+

(

1 − τ c1‖∇hu
n‖2

2ε3h2

)

∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

2
+ τ 2

∥

∥gradπn+1
∥

∥

2
+ τ

[

A − 2c1‖∇hu‖2×

×(1 + ε)
] ∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
6 ‖zn‖2 + τ 2

∥

∥gradhπ
n
∥

∥

2
+ τB

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
. (23)

Перепишем соотношение (18) в следующем виде

τgradhπ
n = −

(

zn+1/2 − zn
)

+ τ∆zn+1/2 − τGr

|g| gT n+1 − τLh,u(un)zn+1/2 − τLh,u(zn)u =

= −
(

zn+1/2 − zn
)

+ τ∆hz
n+1/2 − τGr

|g| gT n+1 − τLh,u(un)zn+1/2 +

+τLh,u(zn+1/2 − zn)u − τLh,u(zn+1/2)u,

и оценим таким образом:

τ‖gradhπ
n‖ 6

∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥ + τ
∥

∥∆hz
n+1/2

∥

∥ +
τGr√

δ0

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥ + τc0‖∇hu
n‖L2(Dn) ×

×
∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥ + τc0‖∇hu‖
∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥ + τc0‖∇hu‖
∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥ =

= (1 + τc0‖∇hu‖)
∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥ + τc0

(

1

h
+ ‖un‖L2(Dn) + ‖∇hu‖

)

×

×
∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥ +
τGr√

δ0

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥.
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Возведем обе части в квадрат и имеем

τ 2
∥

∥gradhπ
n
∥

∥ 6 M
(

∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

2
+ τ

∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
+ τ

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
)

, (24)

где

M = (1 + τc0‖∇hu‖)2 + τc2
0

(

1

h
+ ‖un‖L2(Dn) + ‖∇hu‖

)2

+
Gr2

δ0

.

Неравенство (24) умножаем на α и прибавим к (23):

∥

∥zn+1
∥

∥

2
+

(

1 − τ c1‖∇hu‖
2ε3h2

− αM

)

∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

2
+ τ 2

∥

∥gradhπ
n+1

∥

∥

2
+

+τ [A − 2c1‖∇hu‖ (1 + ε3) − αM ]
∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
6

6 ‖zn‖2 + τ 2 (1 − α)
∥

∥gradhπ
n
∥

∥

2
+ τ (B + αM)

∥

∥∇hT
n+1

∥

∥

2
. (25)

Соотношение (22) умножим на G =
Pr (B + αM)

2ε6

и сложим с (25), тогда имеем

∥

∥zn+1
∥

∥

2
+

(

1 − τc1‖∇hu‖
2ε3h2

− αM − G
τc0‖∇hθ‖

2ε4h2

)

∥

∥zn+1/2 − zn
∥

∥

2
+ τ

[

A − 2c1 (1 + ε3) ×

× ‖∇hu‖ − αM − G
c0‖∇hθ‖

2ε5

]

∥

∥∇hz
n+1/2

∥

∥

2
+ τ 2

∥

∥gradhπ
n+1

∥

∥

2
+

+G
∥

∥T n+1
∥

∥

2
+

2Gτ

Pr
(1 − ε6 − c0 Pr (ε4 + ε5) ‖∇hθ‖)

∥

∥∇hθ
n+1

∥

∥

2
6

6 ‖zn‖2 + G‖T n‖2 + τ 2(1 − α)‖gradhπ
n‖2. (26)

Пусть параметры сетки и входные данные задачи удовлетворяют условиям

1 − τ c1‖∇hu‖
2ε3h2

− αM − G
τc0‖∇hθ‖

2ε4h2
> 0,

A − 2c1 (1 + ε3) ‖∇hu‖ − αM − G
c0‖∇hθ‖

2ε5

> α0 > 0, (27)

2Gτ

Pr
(1 − ε6 − c0 Pr (ε4 + ε5) ‖∇hθ‖) > Gβ0 > 0.

Тогда из соотношения (23) имеем

(1 + τα0)
∥

∥zn+1
∥

∥

2
+ G (1 + τβ0)

∥

∥T n+1
∥

∥

2
+ τ 2

∥

∥gradhπ
n+1

∥

∥

2
6

6 ‖zn‖2 + τ (1 − α)
∥

∥gradhπ
n
∥

∥

2
+ G‖T n‖2,

(1 + τα0)
∥

∥zn+1
∥

∥

2
+ G (1 + τβ0)

∥

∥πn+1
∥

∥

2
+ τ 2

∥

∥gradhπ
n+1

∥

∥

2
6 (1 + τα0)

−1 (1 + τα0) ×

×
∥

∥zn+1
∥

∥

2
+ G (1 + τβ0)

‖T n+1‖2

1 + τβ0

+ τ 2
∥

∥gradhπ
n+1

∥

∥

2
6

6 q
[

(1 + τα0) ‖zn‖2 + G (1 + τβ0) ‖T n‖2 + τ 2
∥

∥gradhπ
n
∥

∥

2
]

,

где q = max

{

1

1 + τα0

, 1 − α,
1

1 + τβ0

}

< 1.
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То есть для величины

F n = (1 + τα0) ‖zn‖2 + G (1 + τβ0) ‖T n‖2 + τ 2
∥

∥gradhπ
n
∥

∥

2

имеет место оценка
F n+1 < qF n.

Следует отметить, что условия (27), обеспечивающие сходимость итераций, совпада-
ют по порядку с условиями, гарантирующими существование и единственность решения
исходной задачи (1)–(4).
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