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The formation and evolving of convective currents in a deep lake in a spring-summer
warming period is modelled numerically. The calculations are performed under the conditions
approximating the natural situation of the South Baikal. The effect of the water state
equation on the development of global vertical circulations in the lake is investigated.

Интерес к данному процессу возник в связи с наблюдаемой вентиляцией глубинных
вод Байкала. Существует несколько гипотез относительно причин, вызывающих данное
явление, вклад каждой из которых еще предстоит выяснить. В частности, высказывалось
предположение, что при весеннем прогреве достигается состояние неустойчивой страти-
фикации, а это приводит к развитию гравитационной конвекции, доставляющей поверх-
ностные воды в глубинные слои озера.

В предыдущих работах авторов [1, 2] с помощью двумерной гидротермической модели
несжимаемой жидкости в приближении Буссинеска было показано, что действительно в
мае — июне формируются глобальные циркуляции, достигающие дна. Однако использо-
валось уравнение состояния Кнудсена ρ = ρ(T ), не учитывающее влияния давления на
плотность, в то время как натурные данные показывают, что температура максимальной
плотности воды Tm зависит от глубины, что, вообще говоря, может существенно повлиять
на картину течений.

1. Анализ уравнения состояния

На рис. 1 приведены зависимости Tm от давления (1 бар ≈ 10 м водного столба) по на-
турным данным (А. Б. Каплун, M. K. Штрем [3]) для уравнения состояния Объединенной
комиссии ЮНЕСКО по океанографическим таблицам и стандартам [4] и для уравнения
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Рис. 1. Температура максимальной плотности: 1 — по данным Гилла, Чена — Миллеро,
2 — Каплуна, 3 — Штрема.

состояния, часто используемого лимнологами [5]. Столь различные результаты свидетель-
ствуют о том, что вопрос о зависимости температуры максимальной плотности от давле-
ния требует дополнительного исследования.

Нами проведены численные эксперименты с квадратичным уравнением состояния Мар-
кофски — Харлемана, в которое была введена экспериментальная функция Tm(z) по дан-
ным А. Б. Каплуна

ρ = 999.975[1 − 6.8 · 10−6(T − Tm(z))2].

Использовались также и полные уравнения ρ(T, p, S) Гилла [4] и Чена — Миллеро [5] с
постоянной соленостью S.

Рис. 2. Зависимость плотности от температуры: 1 — по данным Гилла, 2 — Чена — Миллеро,
3 —Харлемана; ρ0 = 999.6, S = 0, p = 5.
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Сопоставляя профили плотности в диапазоне температур 0 − 10 ◦C и давлений 0 −
150 бар, что почти соответствует максимальным глубинам о. Байкал и диапазону темпе-
ратур в мае — июле, можно увидеть, что в наиболее интересной для нас области парамет-
ров уравнения [4, 5] дают мало различимые результаты. Если в уравнение Маркофски —
Харлемана не вводить зависимость температуры максимальной плотности от давления,
то на поверхности все уравнения дают близкие значения, а с глубиной расхождение с [4, 5]
растет. Для примера на рис. 2 приведены графики плотности при давлении 5 бар. Следует
заметить, что в окрестности температуры максимальной плотности уравнение состояния
можно представить следующим образом [6]:

ρ = ρm(p){1 − S(p)[T − Tm(p)]2} . (1)

В таком виде оно удобно для качественного анализа устойчивости равновесия стратифи-
цированной жидкости.

2. Математическая модель и численный алгоритм

В основу исследований положена известная двумерная вертикальная модель расчета осред-
ненных характеристик турбулентного течения, получаемая из уравнений Навье — Стокса —
Рейнольдса с использованием гипотезы Буссинеска для напряжений и приближения Обе-
бека — Буссинеска при учете плотностной неоднородности. Достаточно распространенная
гипотеза о гидростатическом распределении давления не использовалась. Система урав-
нений при этом имеет следующий вид [7]:
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ρ = ρ(p, T ).

Здесь u, w — компоненты вектора скорости v̄ вдоль осей координат x и z (направленных
перпендикулярно берегу и по вертикали вверх соответственно), T — температура, ρ0 —
характерная плотность воды, коэффициенты x, Kz и Dx, Dz характеризуют интенсивность
турбулентного переноса импульса и тепла в соответствующем направлении (Dq = 1.4Kq,
q = x, z).

Граничные и начальные условия задаются следующим образом. На свободной поверх-
ности z = H ставится кинематическое граничное условие типа абсолютно гладкой непо-
движной “твердой крышки” и задается атмосферное давление

w = 0 , Kz
∂u

∂z
= 0 , p = pa(x, t) ,

а также задается поток тепла Φ, зависящий от потока солнечной радиации, температуры
воздуха и воды, облачности и влажности, рассчитываемый по методике, описанной в [8]:

Dz
∂T

∂z
= Φ.
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На дне z = zb(x) задаются касательные напряжения, пропорциональные квадрату ско-
рости, и ставится условие отсутствия теплообмена с грунтом

∂vτ

∂Nk

= −κvτ | v̄ | ,
∂T

∂Nd

= 0 .

Здесь vτ — касательная составляющая скорости, κ — коэффициент трения о дно, ∂
/

∂Nα,
(α = k, d) — производная по конормали, определяемая соответствующим тензором турбу-
лентного переноса:

∂

∂Nk

= Kx cos(n̄, x)
∂

∂x
+ Kz cos(n̄, z)

∂

∂x
,

n̄ — вектор внешней нормали к границе области.
Что касается граничных условий при x = 0 (у берега) и при x = L (открытая граница),

то в работе [1] анализировались различные их виды. Здесь мы остановились на варианте,
который представляется нам наиболее физичным и дающим наибольшую устойчивость
счета, — твердая стенка при x = 0 и условие симметрии вихрей при x = L:

x = 0 : u = 0, w = 0, Tx = 0 ;

x = L : u = 0, wx = 0, Tx = 0 .

Начальные условия при t = 0 соответствуют состоянию покоя u = w = 0 и заданному
полю температуры T0(x, z), по которому определяется гидростатическое распределение
давления с учетом уравнения состояния.

Таким образом, течения индуцируются только прогревом через свободную поверхность
водоема в условиях отсутствия притоков и оттоков массы и импульса.

Численный алгоритм определения поля скорости основан на так называемом Ψ-про-
екционном методе Чорина — Тимухина [9], который в общих чертах выглядит следующим
образом. На первом шаге рассчитывается вспомогательное поле скоростей v

∗ из уравнений
с исключенным градиентом давления:
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По этому полю определяется завихренность

rot v
∗ = rot v = ω = u∗

z − w∗

x .

Затем функция тока определяется из уравнения

∆Ψ = ω , (4)

а окончательное соленоидальное поле скоростей — из уравнений связи по функции тока:
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.

В работе [1] в ходе численных экспериментов с задачами рассматриваемого типа было
установлено, что относительное отклонение давления от гидростатического, характеризу-
емое величиной
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имеет порядок 10−9 и только в узкой области нисходящего течения достигает порядка
10−4. Следовательно, максимальное по области отклонение давления от гидростатическо-
го составляет сотую долю процента. В связи с этим для упрощения алгоритма при расчете
плотности по уравнению состояния ρ = ρ(p, T ) давление определялось из гидростатиче-
ского уравнения

dp

dz
= −ρ(p, T )g .

Аппроксимация уравнений выполнена на неравномерной ортогональной сетке с измель-
чением шагов у свободной поверхности (z = H) и берега (x = 0). В результате hz меняется
от 1 до 33 м, а hx — от 33 до 1350 м. Используются консервативные неявные разностные
схемы. Конвективные члены аппроксимируются с помощью разностей против потока, опе-
раторы второго порядка — с помощью центральных разностей. В целом алгоритм имеет
первый порядок аппроксимации как по времени, так и по пространству. Линеаризация
конвективных членов осуществляется путем использования значений скоростей с преды-
дущего временного слоя. Алгебраические системы решаются методом верхней релаксации.
Подробный анализ схем такого класса для задач конвекции проведен в [10]. Здесь хоте-
лось бы подчеркнуть, что последовательный расчет скорости и температуры привносит в
алгоритм свойства явных схем. В результате при больших шагах по времени (более 300 с
в нашем случае) возникает неустойчивость, проявляющаяся в развитии хаотических ви-
хревых образований. Подходящий шаг по времени при выполнении расчетов подбирался
экспериментально из условий приемлемой скорости сходимости итерационных процессов
(20–30 итераций на шаг) и стабильности характеристик течения при изменении шага.

3. Численные эксперименты

В численных расчетах мы попытались по возможности воспроизвести реальные условия
озера Байкал. Прибрежный профиль озера взят из работы [11], а глубина H = 900 м при-
мерно соответствует средним глубинам южного бассейна Байкала. Протяженность рас-
четной области L = 10 км. Начальное вертикальное распределение температуры, график
котoрого приведен на рис. 3, основано на данных натурных наблюдений в южной части
Байкала в июне [11]. Следует заметить, что от поверхности до глубины ≈ 25 м температура
падает (Tz > 0), далее до глубины ≈ 300 м растет (Tz < 0), а ниже отметки 300 м до самого
дна опять идет медленное падение температуры (Tz > 0). Метеоусловия, соответствую-
щие маю — июню, взяты из работы [12]. В расчетах использовались натурные данные для
коэффициента вертикального турбулентного обмена [13] (рис. 4) а горизонтальная турбу-
лентная вязкость определялась по закону 4/3 Ричардсона: Kx = Kz(hx/hz)4/3.

В случае зависимости ρ(p, T ) условие гидростатической устойчивости имеет вид [4]

−fs ≡
dρ

dz
+

ρg

c2
≤ 0 , c2 =

∂p

∂ρ
. (6)

Медленность вертикальных движений в океане и крупных водоемах часто позволяет
применять гидростатическое приближение для давления. Применимость этого приближе-
ния в изучаемой проблеме была обоснована численными расчетами в [1]. В гидростатиче-
ском приближении условие устойчивости (6) приобретает вид

fs = −
∂ρ

∂T

∂T

∂z
≥ 0 . (7)
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Рис. 3. Начальный профиль температуры: 1 — T (h), 2 — Trm по данным Миллеро,
3 — Каплуна.

Рис. 4. Распределение турбулентной вязкости.

При несколько других предположениях аналогичное условие устойчивости было по-
лучено и в [14]. Применяя для уравнения состояния представление (1), из (7) получим
условие устойчивости:

fs · 104 = 2ρm(p)S(p)[T − Tm(p)]
∂T

∂z
≥ 0.

В силу положительности функций ρm(p) и S(p) оценка устойчивости теперь сводится к
анализу отклонения температуры от Tm(p) и знака ∂T

/

∂z.
На рис. 5. приведены графики поведения функции устойчивости fs(z), расcчитанные

по начальному распределению температуры и трем уравнениям состояния. Видно, что
верхняя зона до глубины порядка 30 м обладает неустойчивой стратификацией, далее до
глубины 200 м имеет место устойчивое распределение температуры. Ниже 200 м, с учетом
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Рис. 5. Функция устойчивости: 1 — по данным Гилла, 2 — Чена — Миллеро,
3 —Харлемана.

Рис. 6. Динамика функции устойчивости: 1 — 10-е, 2 — 20-е, 3 — 30-е сутки.

масштабирующего множителя, стратификацию можно считать нейтральной. Интересно
отметить, что все три уравнения состояния дают близкие значения функции устойчиво-
сти, а поскольку в основе естественной термогравитационной конвекции лежит гидроста-
тическая неустойчивость, картины течений должны быть близкими.

Расчеты, выполненные с использованием трех уравнений состояния, привели к каче-
ственно одинаковым результатам. На рис. 6. показана динамика устойчивости стратифи-
кации для уравнения состояния Чена — Миллеро [5]. Сравнивая с начальным распределе-
нием (см. рис. 5.), можно заключить, что на первой стадии прогревание и конвективное
перемешивание приводят к понижению устойчивости верхних слоев (fs < 0 до глубины
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Рис. 7. Линии тока на 10-е, 20-е, 30-е сутки при Ψ = −0.001 (1)̇, 0.001 (2)̇.
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примерно 300 м и по модулю существенно меньше, чем раньше). В дальнейшем устой-
чивость верхних слоев повышается, и стратификация начинает приближаться к харак-
терному летнему распределению с формированием сильно устойчивой зоны термоклина.
Устойчивость глубинных слоев (ниже 400 м) практически не меняется. На рис. 7. приве-
дены картины линий тока, рассчитанные с использованием уравнения состояния Чена —
Миллеро [5] через 10, 20 и 30 суток от начала расчетного периода, причем первая из них
показывает в укрупненном виде прибрежную зону.

Приведенные результаты показывают, что в условиях, близких к естественным, зави-
симость температуры максимальной плотности от давления для глубоких озер не препят-
ствует проникновению поверхностных вод в глубокие слои при весеннем прогреве.
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