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Ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìèáåññåòî÷íûì ìåòîäîì åñòåñòâåííûõ ñîñåäåéÊ.Å. À�àíàñüåâ, Ò.Ñ. �åéíÊåìåðîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �îññèÿe-mail: keafa�kemsu.ru, rein�kemsu.ruThis work addresses problems of 
ontinuous me
hani
s for a medium with freeboundaries using the Natural Element Method. A brief des
ription of the method isgiven. A s
heme for temporal evolution is 
onsidered. Results of numeri
al 
al
ulationsof test problems and a numeri
al solution for the problem of a dam 
ollapse in the 
aseof a �uid layer on its base are 
onsidered.ÂâåäåíèåÄëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåóñòàíîâèâøèõñÿ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, îïèñûâàåìûõ ðàçëè÷íû-ìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñîçäàí öåëûé êëàññ ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ, äëÿêîòîðûõ íà êàæäîì âðåìåíí�îì øàãå òðåáóåòñÿ çíàíèå èí�îðìàöèè î ìåæóçëîâîé ñâÿç-íîñòè. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå ïðåäñòàâèòåëè ýòîé ãðóïïû � ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ(ÌÊÝ) [1℄ è ìåòîä êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ (ÌÊÎ) [2℄. Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ÌÊÝ èÌÊÎ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ êàæäîãî âðåìåííîãî øàãà ñåòêà, íà êîòîðîé ñòðîèòñÿ ðå-øåíèå, íå òåðÿåò ñâîåé óçëîâîé ñâÿçíîñòè, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè áîëüøèõ äå�îð-ìàöèÿõ æèäêîñòè ìîæåò áûñòðî ïðèâîäèòü ê âûðîæäåííîñòè ñåòêè. Äëÿ êîððåêòíîãîðàçáèåíèÿ îáëàñòè òå÷åíèÿ íà òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷-íûå ñïîñîáû. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü èíòåðïîëÿöèè çàâèñèò îò êà÷åñòâà òðèàíãóëÿöèè; íà-ïðèìåð, â ðàáîòå [3℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÌÊÝ ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ òðåóãîëüíûõ è÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ çàâèñèò îò ìèíèìàëüíîãî óãëà ýëåìåíòà. Äîïîëíèòåëüíî,íååäèíñòâåííîñòü òðèàíãóëÿöèè ïðèâîäèò ê ñòðóêòóðå ñîñåäåé, êîòîðàÿ ìîæåò ðåçêîìåíÿòüñÿ ïðè ìàëîì èçìåíåíèè êîîðäèíàò óçëîâ è òåì ñàìûì ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèÿìðåçóëüòàòà èíòåðïîëÿöèè.Òðåáîâàíèÿ ê èíòåðïîëèðóþùèì �óíêöèÿì ìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ àï-ïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè è ïðèìåíÿåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Íàïðèìåð, â ìåòîäå êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ èíòåðïîëèðóþùèå �óíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå òðåáóþò îïðåäåëåí-íîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíîñòè âíóòðè ýëåìåíòîâ è ìåæäó íèìè, òàê êàê ýòè �óíêöèèçàâèñÿò îò òèïà àïïðîêñèìèðóåìîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü íîâûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, êîòîðûå àïïðîêñèìèðó-þò óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà íàáîðå óçëîâ, áåç çíà-íèÿ äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î ñòðóêòóðå ñåòêè. Äàííûå ìåòîäû èçâåñòíû êàê
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8 Ê.Å. À�àíàñüåâ, Ò.Ñ. �åéíáåññåòî÷íûå [4℄. Ê ãðóïïå òàêèõ ìåòîäîâ, õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèõ ñåáÿ â çàäà÷àõãèäðîäèíàìèêè, îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ìåòîä ñãëàæåííûõ ÷àñòèö (Smoothed Parti
leHydrodynami
s) [5℄, ïîëóíåÿâíûé ìåòîä äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö (Moving Parti
le Semi-impli
it) [6℄, ìåòîä ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâûõ ÷àñòèö [7℄. Ê íåäîñòàòêàì ýòèõ áåññåòî÷íûõìåòîäîâ ìîæíî îòíåñòè ñðàâíèòåëüíî íåâûñîêóþ òî÷íîñòü è òðóäíîñòü ââåäåíèÿ ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé.Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà çàñòàâèëè èññëåäîâàòåëåé èñêàòü íîâûå ìåòîäû, ñî÷åòàþùèå âñåáå èäåè è âîçìîæíîñòè áåññåòî÷íîãî ïîäõîäà, íî âìåñòå ñ òåì îáëàäàþùèå äîñòîèí-ñòâàìè ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ. Ïåðâûì èç áåññåòî÷íûõ ìåòîäîâ íîâîãî ïîêîëåíèÿ ïîÿâèëñÿáåññåòî÷íûé ìåòîä åñòåñòâåííûõ ñîñåäåé (Natural Element Method) [8, 9℄. Îñîáåííîñòüìåòîäà NEM â òîì, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ îí � îáû÷íûé (êëàññè÷åñêèé) ìåòîä�àëåðêèíà, ò. å. ñåòî÷íûé. Äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä Ëàãðàíæà êîïèñàíèþ ñðåäû. À èìåííî, íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ïî íàéäåííîìó íà ïðåäûäó-ùåì øàãå ïîëîæåíèþ óçëîâ ñòðîèòñÿ ñåòêà, îïðåäåëÿþùàÿ íîâóþ ñòðóêòóðó ñîñåäåéäëÿ êàæäîé óçëîâîé òî÷êè îáëàñòè; íà âíîâü ïîñòðîåííîé ñåòêå ñíîâà ìåòîäîì �à-ëåðêèíà ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Â ñèëó ýòîãî ìåòîä NEM ñîõðàíÿåò íåêîòîðûåïðåèìóùåñòâà êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà �àëåðêèíà, à èìåííî: ïðîñòîòó �óíêöèé �îðìû âîáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, íåïðåðûâíîñòü ìåæäó ýëåìåíòàìè, ëåãêîñòü ââåäåíèÿ ãðàíè÷íûõóñëîâèé. Ïðè ýòîì ìåòîä NEM èìååò âñå äîñòîèíñòâà áåññåòî÷íûõ ìåòîäîâ, òàê êàê�óíêöèè �îðìû ìåòîäà åñòåñòâåííûõ ñîñåäåé çàâèñÿò òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ óçëîâûõòî÷åê.Ìåòîä åñòåñòâåííûõ ñîñåäåé áûë ïðåäëîæåí Ë. Òðàâåðñîíè â 1994 ãîäó äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè [10℄. Ýòîò ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîâèäíîñòü ìåòî-äà �àëåðêèíà. Äëÿ �îðìèðîâàíèÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäâçâåøåííûõ íåâÿçîê â èíòåãðàëüíîé �îðìå. Ïðè ýòîì èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî òðåóãîëü-íûì ýëåìåíòàì, êîòîðûå îáðàçóþò ñ òåêóùèì óçëîì ïàðû åãî åñòåñòâåííûõ ñîñåäåé.Ìíîæåñòâî åñòåñòâåííûõ ñîñåäåé äëÿ êàæäîãî óçëà [11℄, à òàêæå óçëû ñâîáîäíîé ãðà-íèöû íà íîâîì âðåìåííîì øàãå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ sweep line è α-shape,îïèñàííûõ â ðàáîòàõ [12, 13℄. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåèçâåñòíûõ �óíêöèé èñïîëüçóþòñÿ�óíêöèè �îðìû Ñèáñîíà è Ëàïëàñà [14, 15℄. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè-÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ ïðåäîáóñëîâëèâàíèåì.Àâòîðàìè ðàáîò [16, 17℄ NEM áûë àäàïòèðîâàí ê ðåøåíèþ çàäà÷ ìåõàíèêè èäåàëü-íîé æèäêîñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà åñòåñòâåííûõñîñåäåé äëÿ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðïîëÿöèîí-íûõ �óíêöèé èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Óîòñîíà [13℄. �åøåíèå ìíîãîìåðíîé çàäà÷è íàäðîáíûõ øàãàõ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îòäåëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðà-äèåíòîâ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îáðóøåíèè ïëîòèíû è îïðåäåëåíèèãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê íà ñòåíêè áàññåéíà. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá ý��åêòèâíîñòè ðàññìàòðè-âàåìîãî ìåòîäà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àëãîðèòì ðåøåíèÿÏóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè òå÷åíèÿ D ïðîèñõîäèò äâèæåíèå íüþòîíîâñêîé âÿçêîé íåñæè-ìàåìîé æèäêîñòè, îïèñûâàåìîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà [18℄. Â �îðìó-



Ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè... 9ëèðîâêå Ýéëåðà òàêàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü âèä (ïðè ýòîì äëÿ îïèñàíèÿ ñðåäû ïðèìå-íÿåòñÿ ïîäõîä Ëàãðàíæà):
ρ
Dui

Dt
= −

∂

∂xi

p + µ
∂

∂xj

∂ui

∂xj

+ ρfi, (1)
∂ui

∂xi

= 0. (2)Çäåñü x(t) = (x1(t), x2(t)), i = 1, 2, j = 1, 2, ïî ïðèíÿòîìó ïðàâèëó ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿèíäåêñó ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå. Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (1)�(2) èñêîìûìè �óíêöèÿìèÿâëÿþòñÿ äàâëåíèå p(x, t) è âåêòîð ñêîðîñòè u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)). Ïàðàìåòðàìèáóäóò ïëîòíîñòü ρ, êîý��èöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè µ è âåêòîð ìàññîâûõ ñèë fi =
(f1, f2).Çàïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà (1)�(2). Òàê êàêæèäêîñòü âÿçêàÿ, òî íà òâåðäûõ ñòåíêàõ Γu âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ:

ui = ũi, i = 1, 2. (3)Íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå Γσ âûïîëíÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå:
p = patm. (4)Äëÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è íåîáõîäèìî çàäàòü ïîëîæåíèå ðàñ÷åòíûõ óçëîâ x(0)=x

0è ðàñïðåäåëåíèå íåèçâåñòíûõ �óíêöèé â îáëàñòè òå÷åíèÿ: u(x, 0) = u
0(x), p(x, 0) =

p0(x).Äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåíè . Èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè óðàâíåíèé (1) è (2)ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðûå òðóäíîñòè, êîãäà æèäêîñòü íåñæèìàåìàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íåìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ÿâíûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè, â ÷àñòíîñòè, íå óäà-åòñÿ óñòðàíèòü íå�èçè÷åñêèå îñöèëëÿöèè �óíêöèè äàâëåíèÿ.Äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ðàáîòå [19℄ áûëïðåäëîæåí â îáùåì âèäå ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ (ìåòîä äðîáíûõ øàãîâ) äëÿ ïîñòðîåíèÿýêîíîìè÷íûõ íåÿâíûõ ñõåì. Çàòåì â äîêëàäå [20℄ ýòîò ìåòîä áûë ñ�îðìóëèðîâàí äëÿèíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìíîãîñëîéíûõ ñõåì â äðîáíûõ øàãàõ. Äëÿ èí-òåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïîçäíåå áûë îïè-ñàí â ðàáîòå [21℄. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè îïèñûâàåìîãî �èçè÷åñêî-ãî ïðîöåññà íà äâà ýòàïà: êîíâåêöèþ�äè��óçèþ è âêëàä äàâëåíèÿ. Íà ïåðâîì ýòàïå âóðàâíåíèè äâèæåíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî êîíâåêòèâíûå ÷ëåíû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âû-äåëÿåòñÿ �èêòèâíàÿ ïåðåìåííàÿ u
∗ � ïðåäèêòîð ñêîðîñòè. Âòîðîé ýòàï çàêëþ÷àåòñÿ âäîáàâëåíèè ê u

∗ ÷ëåíà (−∆t∇p), êîòîðûé áóäåò îáåñïå÷èâàòü ñîëåíîèäàëüíîñòü u íàøàãå ïî âðåìåíè t + ∆t.Äëÿ ðàñùåïëåíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå
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, (5)
(

−
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∂
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ρ

∂

∂xj

∂ui

∂xj
+ fi

)n+1/2

= [φ(x, t)]n+1/2 =
1

2

(

φn+1 + φn
)

,ãäå ∆t = tn+1 − tn � øàã ïî âðåìåíè; ïîä ñèìâîëîì φn ïîíèìàåòñÿ âûðàæåíèå φn =
φ(xn, tn), ñîîòâåòñòâåííî un

i = ui(x
n, tn).



10 Ê.Å. À�àíàñüåâ, Ò.Ñ. �åéí�àçäåëèâ ñëàãàåìûå â óðàâíåíèè (5) â ñîîòâåòñòâèè ñ èäååé ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ,ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðåäèêòîðà è êîððåêòîðà ñêîðîñòè:a) u∗
i = un

i + fi∆t +
µ

ρ

∂

∂xj

∂u
∗+ 1

2

i

∂xj

∆t; (6)
) un+1
i = u∗

i −
∆t

ρ

∂

∂xi

pn+1. (7)Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ââîäèòñÿ �èêòèâíàÿ �óíêöèÿ ïëîò-íîñòè ρ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ Dρ/Dt + ρ(∂ui/∂xi) = 0 [21℄, òîãäà
Dρ

Dt
≈

ρn+1 − ρn

∆t
=

ρn+1 − ρ∗ + ρ∗ − ρn

∆t
=

ρn+1 − ρ∗

∆t
+

ρ∗ − ρn

∆t
=

= −ρ
∂(un+1

i − u∗
i + u∗

i )

∂xi
= −ρ

∂(un+1
i − u∗

i )

∂xi
− ρ

∂(u∗
i )

∂xi
, (8)ãäå ρ∗, êàê è ïðè ðàñùåïëåíèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ �èêòèâíîé ïåðåìåííîé.Èç óðàâíåíèÿ (8) ïîëó÷èì

ρ∗ − ρn

∆t
= −ρ

∂u∗
i

∂xi
, (9)

ρn+1 − ρ∗

∆t
= −ρ

∂(un+1
i − u∗

i )

∂xi

. (10)Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (7) è (10), ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ�óíêöèè äàâëåíèÿ: b)
ρn+1 − ρ∗

∆t2
=

∂

∂xj

∂

∂xj

pn+1. (11)Ïîäñòàíîâêà �óíêöèè ρ∗ èç óðàâíåíèÿ (9) â âûðàæåíèå (11) ïðèâîäèò ïîñëåäíåå êâèäó b)
ρn+1 − ρn

∆t2
+

ρ

∆t

∂u∗
i

∂xi

=
∂

∂xj

∂

∂xj

pn+1. (12)Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá ââåñòè óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè � çàïèñàòü ðàâåíñòâî
ρn+1 = ρn = ρ0 = ρ. (13)Òîãäà ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (12) îáðàòèòñÿ â íîëü. Òåì íå ìåíååïðè èñïîëüçîâàíèè ëàãðàíæåâà ïîäõîäà ëó÷øå îöåíèòü ýòî ñëàãàåìîå, ÷òîáû èçáåæàòüíàêîïëåíèÿ ÷èñëåííîé îøèáêè íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå. Ïåðåïèøåì óñëîâèå íåñæè-ìàåìîñòè, ïîëàãàÿ, ÷òî íà âðåìåííîì øàãå tn+1 ïëîòíîñòü ðàâíà íà÷àëüíîé, ò. å.

ρn+1 = ρ0 = ρ. (14)Èç-çà âû÷èñëèòåëüíîé îøèáêè ïëîòíîñòü ρn íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ðàâíà íà÷àëüíîéïëîòíîñòè ρ0, ïîýòîìó çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ρn äîëæíî îöåíèâàòüñÿ íà êàæäîì âðåìåí-íîì øàãå ñ ó÷åòîì óïîìÿíóòîé âûøå îøèáêè. Ñïîñîá îöåíêè ρn áóäåò ïðåäñòàâëåííèæå. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (12) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäåb) ρ0 − ρn

∆t2
+

ρ

∆t

∂u∗
i

∂xi
=

∂

∂xj

∂pn+1

∂xj
. (15)



Ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè... 11Àëãîðèòì äâèæåíèÿ ïî âðåìåíè ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:1) çàäàíèå ãðàíèöû îáëàñòè â âèäå ìàññèâà òî÷åê, ïîñòðîåíèå äèàãðàììû Âîðîíîãî;2) ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìèðóþùèõ �óíêöèé �îðìû;3) âû÷èñëåíèå ïðåäèêòîðà ñêîðîñòè ū∗ èç ñèñòåìû (6);4) âû÷èñëåíèå íîâîãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ρn;5) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (15) äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ pn+1;6) âû÷èñëåíèÿ íîâîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ūn+1 èç óðàâíåíèÿ (7) ñ ó÷åòîì íàéäåííîãîíà øàãå 5 äàâëåíèÿ;7) âû÷èñëåíèå íîâîãî ìåñòîïîëîæåíèÿ ÷àñòèö: x
n+1 = x

n + u
n+1∆t.Ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñêðåòèçàöèÿ . Êàê è â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå �àëåðêèíà,íåèçâåñòíûå �óíêöèè àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ui =
∑

l

Nl(X, t)Uil,

p =
∑

l

Nl(X, t)Pl,
(16)ãäå Nl � ãëîáàëüíûå áàçèñíûå èíòåðïîëÿöèîííûå �óíêöèè, îïðåäåëåííûå â êàæäûéìîìåíò âðåìåíè íà ìíîæåñòâå ðàñ÷åòíûõ óçëîâ; Uil, Pl,ℜl � óçëîâûå çíà÷åíèÿ �óíêöèé

ui, p, ρ.Èíòåðïîëÿöèîííûå �óíêöèè ìåòîäà åñòåñòâåííûõ ñîñåäåé (Ñèáñîíà è Ëàïëàñà) îá-ëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:� ëèíåéíî ïîëíû: x =
∑

l

Nl(x)xl;� ïðåäñòàâëÿþò ðàçëîæåíèå åäèíèöû ∑

l

Nl = 1;� óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Êðîíåêåðà: Nl(xj) =

{

1, l = j,
0, l 6= j.�àññìîòðèì ñõåìó ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6), (7), (15) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâè-ÿìè (3) è (4). Èñïîëüçóÿ ìåòîä âçâåøåííûõ íåâÿçîê, ìîæíî çàïèñàòü ñëàáóþ �îðìóóðàâíåíèé (6), (7), (15), ïðè ýòîì ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3) è (4) òàêæå ïðèìåíÿåòñÿîïèñàííàÿ âûøå ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ:a) ∫

V

Nl

{

(u∗
i − un

i ) − fi∆t −
µ

ρ

∂

∂xj

∂u
∗+ 1

2

i

∂xj

∆t

}

dV = 0, (17)b) ∫

V

Nl

{

ρ0 − ρn

∆t2
+

ρ

∆t

∂u∗
i

∂xi

}

dV =

∫

V

Nl
∂

∂xj

∂

∂xj
(pn+1)dV , (18)
) ∫

V

Nl

{

(un+1
i − u∗

i )
ρ

∆t

}

dV =

∫

V

Nl
∂

∂xi
{−pn+1}dV. (19)Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ (17) è (18) ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:a) ∫

V

Nl{(u
∗
i − un

i − fi∆t)}dV + ∆t

∫

V

µ

ρ

∂Nl

∂xj

∂u
∗+ 1

2

i

∂xj
dV −

∫

Γσ

Nl
∂u

∗+ 1

2

i

∂xj
njdΓ = 0, (20)



12 Ê.Å. À�àíàñüåâ, Ò.Ñ. �åéíb) 1

∆t2

∫

V

Nl(ρ
0 − ρn)dV +

∫

V

∂Nl

∂xi

( ρ

∆t
u∗

i

)

dV =

=

∫

V

∂Nl

∂xj

∂

∂xj
pn+1dV +

∫

Γu

Nl

[

u∗
i +

∂

∂xi
(−pn+1)

]

nidΓ. (21)Ñ ó÷åòîì (19) ãðàíè÷íûé èíòåãðàë ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (21) ìîæíî ïåðåïèñàòüâ âèäå
∫

Γu

Nl

[

u∗
i +

∂

∂xi

(−pn+1)

]

nidΓ =

∫

Γu

Nl[ũ
n+1
i ] ni dΓ. (22)�ëàâíûå è åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (20)�(21) è (19)áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γσ : p = patm, (23)
Γu : u

n+1 = 0. (24)Ñ ó÷åòîì (23), (24) âûðàçèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëàóðàâíåíèÿ (20):
[

∂u
∗+1/2
i

∂xj
nj

]

Γσ

=
1

2

[

∂u∗
i

∂xj
nj

]

Γσ

+
1

2

[

∂un+1
i

∂xj
nj

]

Γσ

= 0.Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷íûå èíòåãðàëû â óðàâíåíèÿõ (20), (21) îáðàùàþòñÿ â íîëü.Èñïîëüçóÿ àïïðîêñèìàöèþ (16), äèñêðåòíóþ �îðìó óðàâíåíèÿ (20) çàïèøåì:a) ∫

V

NlNjdV U∗
ij =

∫

V

NlNjdV Un
ij+

+∆t

∫

V

NlfidV −
µ

ρ
∆t

∫

V

∂Nl

∂xj

∂Nj

∂xj

dV U
∗+ 1

2

ij . (25)Âûðàæåíèå (25) â ìàòðè÷íîé �îðìå çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
MU

∗ = MU
n + ∆tF −

∆tµ

ρ
KU

∗+ 1

2 . (26)Àíàëîãè÷íî äèñêðåòíàÿ �îðìà óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (21) áóäåò èìåòü âèäb) 1

∆t2





∫

V

NlNjρj
0dV −

∫

V

NlNjρj
ndV



−

−
ρ

∆t

∫

V

∂Nl

∂xi

NjdV U∗
ij = −

∫

V

∂Nl

∂xi

∂Nj

∂xi

dV Pj
n+1. (27)Âûðàæåíèå (27) â ìàòðè÷íîé �îðìå çàïèøåòñÿ â âèäå

−M
(ℜ0 − ℜn)

∆t2
+

ρ

∆t
B U

∗ = SP
n+1. (28)



Ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè... 13Òàêæå äëÿ óðàâíåíèÿ (19) äèñêðåòíàÿ �îðìà áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
) ∫

V

NlNjdV Un+1
ij =

∫

V

NlNjdV U∗
ij −

∆t

ρ

∫

V

Nl
∂Nj

∂xi

dV P n+1
j . (29)Âûðàæåíèå (29) â ìàòðè÷íîé �îðìå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

MU
n+1 = MU

∗ −
∆t

ρ
BT

P
n+1. (30)Ìàòðèöû â âûðàæåíèÿõ (26), (28) è (30) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

M =

∫

V

NN
TdV , B =

∫

V

∇NN
TdV , S =

∫

V

∇N∇N
TdV , (31)

F =

∫

V

N
T
FdV , (32)

K =





S 0 0
0 S 0
0 0 S



 . (33)�åçóëüòèðóþùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ìåòîäîìñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ ïðåäîáóñëîâëèâàíèåì.Âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè . Â ëàãðàíæåâîé �îðìóëèðîâêå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìûóðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ìåòîäîì åñòåñòâåííûõ ñîñåäåé ðàçáèåíèå îáëàñòè ãåíåðèðó-åòñÿ çàíîâî íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå è âñÿ èí�îðìàöèÿ (çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíê-öèé) ïåðåäàåòñÿ âìåñòå ñ óçëàìè èëè ÷àñòèöàìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü áîëüøîãî íà-êîïëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé îøèáêè, íåîáõîäèì ïîñòîÿííûé ïåðåñ÷åò òåêóùåãî çíà÷åíèÿîáúåìà, ñâÿçàííîãî ñ óçëàìè îáëàñòè, äëÿ êàæäîãî óçëà. Íèæå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòìâû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ÷ëåíà, âõîäÿùåãî â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (28). Çàêîí ñîõðàíåíèÿìàññû ìîæåò áûòü çàïèñàí â ñëåäóþùåì âèäå:
∫

V (t=t0)

ρ0dV =

∫

V (t=tn)

ρndV , (34)÷òî ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (16) äàåò:
∫

V (t=t0)

(N0
l )T dV ℜl

0 =

∫

V (t=tn)

(Nn
l )T dV ℜl

n. (35)Îáúåì, ñâÿçàííûé ñ êàæäîé óçëîâîé òî÷êîé, ìîæåò áûòü íàéäåí ñëåäóþùèì îáðà-çîì
(Ωn)l =

∫supp(Ωl)

dV, (36)÷òî ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (35) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
(Ω0)Tℜ0 = (Ωn)Tℜn. (37)



14 Ê.Å. À�àíàñüåâ, Ò.Ñ. �åéí�àâåíñòâî (37) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû. Âåêòîð Ωn ìîæíî ðàññìàò-ðèâàòü êàê âåêòîð, ñîäåðæàùèé îáúåìû, ñâÿçàííûå ñ êàæäîé ÷àñòèöåé. Â äàííîé ðàáîòå
Ωn âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû Âîðîíîãî. Ïðè ýòîì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû,âûðàæåííûé óðàâíåíèåì (37), ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäàÿ ÷àñòèöà ñîõðà-íÿåò ñâîþ ñîáñòâåííóþ ìàññó. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ (28) ìîæåò áûòüíàéäåí èç âûðàæåíèÿ

Ωn(ρ0 − ρn) = Ωnρ0 − Ω0ρ0 = ρ0(Ωn − Ω0), (38)ãäå Ω0 è Ωn � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ åñòü îáúåìû, ñâÿçàííûå ñ÷àñòèöàìè îáëàñòè â ìîìåíòû âðåìåíè t = t0 è t = tn ñîîòâåòñòâåííî.Òåñòîâûå ðàñ÷åòû . Äëÿ îòëàäêè ìåòîäà NEM ðåøàëèñü òðè çàäà÷è: Ïóàññîíàïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ïðàâîé ÷àñòè ïî èçâåñòíîé �óíêöèè (ìåòîä ïðîáíûõ �óíêöèé);çàäà÷à Îâñÿííèêîâà î äå�îðìàöèè æèäêîãî ýëëèïñà [22℄; çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè äàâ-ëåíèÿ â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû.�åøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Ïóñòü â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ñ ãðàíèöåé Γ =
Γq + Γϕ ðåøàëîñü óðàâíåíèå Ïóàññîíà

∆ϕ = b, (39)ñî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:
ϕ(x) = ϕ̄(x) äëÿ (x) ∈ Γϕ; q(x) = q̄(x) äëÿ (x) ∈ Γq.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü D, âåðõíÿÿ ãðàíèöà Γϕ êîòîðîé çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

y = 0.5 sin(x), x ∈ [0, 2π], à ãðàíèöà Γq = Γ1 + Γ2 + Γ3, � Γ1: x = 0, y ∈ [−1, 0];
Γ2: y = −1, x ∈ [0, 2π]; Γ3: x = 2π, y ∈ [−1, 0].Â îïèñàííîé âûøå îáëàñòè ðåøàëîñü óðàâíåíèå Ïóàññîíà (39) äëÿ �óíêöèè ϕ = xy2ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà Γϕ è Íåéìàíà íà Γ1, Γ2, Γ3:

ϕ = xy2, (x, y) ∈ Γϕ,

∂ϕ

∂n
= −y2, (x, y) ∈ Γ1;

∂ϕ

∂n
= −2xy, (x, y) ∈ Γ2;

∂ϕ

∂n
= y2, (x, y) ∈ Γ3.Â òàáë. 1 ïðèâîäèòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü çíà÷åíèé �óíêöèè ϕ äëÿ ðàçëè÷-íîãî ÷èñëà óçëîâ îáëàñòè N .Èç äàííûõ òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò âûñîêóþ òî÷-íîñòü NEM äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.Çàäà÷à î äå�îðìàöèè æèäêîãî ýëëèïñà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îáëàñòü ðàñ-÷åòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, â êîòîðûé çàêëþ÷åíà íåñæèìàåìàÿæèäêîñòü. Äå�îðìàöèÿ êðóãà â ýëëèïñ íà÷èíàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì íà÷àëüíîãî ðàñïðåäå-ëåíèÿ ñêîðîñòåé â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë. �àñïðåäåëåíèå ïîëÿ ñêîðîñòåé ñëåäóþùåå:

u1(t) = α′(t)/α(t)x, u2(t) = −α′(t)/α(t)y. Ñ ðîñòîì t êðóã äå�îðìèðóåòñÿ â ýëëèïñÒ à á ë è ö à 1. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
N 100 1000 1500 2000 2500 3000

∆(ϕ), % 0.0421 0.0359 0.0176 0.0081 0.0037 0.00192
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x2/α2(t) + α2(t)y2 = 1, áîëüøàÿ ïîëóîñü êîòîðîãî α(t) → ∞, à ìàëàÿ � 1/α(t) → 0 ïðè
t → ∞. Êîý��èöèåíò α(t) íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è:

(α4(t) + 1)α (t) α′′ (t) = 2 (α′(t))
2
, α (0) = 1, α′ (0) = 1. (40)Îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (40) âòîðîãî ïîðÿäêà ðåøàëîñü ìåòî-äîì �óíãå�Êóòòû�Ôåëüäáåðãà. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ α (t) íà ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõøàãàõ èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè, íàéäåííûìè ìåòîäîìåñòåñòâåííûõ ñîñåäåé.Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèòñÿ äëÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè. Îñíîâíîå îòëè÷èå ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé âÿçêîé è èäåàëüíîé æèäêîñòåéçàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòàíîâêå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ �óíêöèè ñêîðîñòè íà æåñòêîé ãðà-íèöå. Òàê êàê â çàäà÷å î äå�îðìàöèè æèäêîãî ýëëèïñà âñÿ ãðàíèöà ðàñ÷åòíîé îáëàñòèÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé, òî äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèò-ìà äâèæåíèÿ ïî âðåìåíè êàê äëÿ èäåàëüíîé, òàê è äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè, ïðè çíà÷åíèèêîý��èöèåíòà äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè µ = 0. Íà÷àëüíîå ïîëå ñêîðîñòåé ñ ó÷åòîì (40)çàäàâàëîñü â âèäå: u1(0) = x, u2(0) = −y. Äàâëåíèå íà ãðàíèöå êðóãà ïîñòîÿííî: p = 0.�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ øàãîì ïî âðåìåíè ∆t = 110−3 äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà óçëîâîáëàñòè.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå óçëîâ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ïîëó÷åííîå ìåòî-äàìè NEM è RKF â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0 ñ, t = 0.3, t = 1.0 è t = 1.5 ñ ñîîòâåòñòâåííîäëÿ ÷èñëà óçëîâ 1200. Ââèäó ñèììåòðèè îáëàñòè ïðè ñðàâíåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêîâåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü.Èç ïðèâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì åñòåñòâåí-íûõ ñîñåäåé, à èìåííî: ðàñïðåäåëåíèå óçëîâ ñâîáîäíîé ãðàíèöû, õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì �óíãå�Êóòòû.Â òàáë. 2 äëÿ 1350 óçëîâ ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîãî îòêëîíåíèÿ äëèíûãëàâíîé ïîëóîñè.�àñïðåäåëåíèå ïîëÿ äàâëåíèÿ â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè. Ïîèñê äàâëåíèÿ â ìåòîäååñòåñòâåííûõ ñîñåäåé � íåîòúåìëåìàÿ ñîñòàâíàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà äâèæåíèÿ ïî âðåìå-íè, â òî âðåìÿ êàê âî ìíîãèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ, â ÷àñòíîñòè, â ìåòîäå ÊÌ�Ý, ïîèñêäàâëåíèÿ � äîïîëíèòåëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íà îñíîâå èçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿà á
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�èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå ÷àñòèö â ìîìåíòû âðåìåíè: à � t = 0 
, á � t = 0.3 
, â � t = 1.0 
, ã �
t = 1.5 ñ



16 Ê.Å. À�àíàñüåâ, Ò.Ñ. �åéíÒ à á ë è ö à 2. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïîëóîñåé ýëëèïñà, %
t, ñ ∆(α (t)) ∆(1/α (t))0.3 0.041454 0.04143740.7 0.091195 0.0904941.0 0.121245 0.1181341.5 0.144734 0.138825Ò à á ë è ö à 3. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïîëÿ äàâëåíèÿ

n 300 600 900 1200 1500 1800
∆(p), % 0.028 0.017 0.0094 0.0051 0.0024 0.00103ñêîðîñòåé íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå. Â êà÷åñòâå òåñòîâîé ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îáîïðåäåëåíèè ïîëÿ äàâëåíèÿ â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω, âåðõ-íÿÿ ãðàíèöà êîòîðîé ÿâëÿëàñü ñâîáîäíîé, à áîêîâûå è íèæíÿÿ � òâåðäûìè ñòåíêàìè.Çàäà÷à ðåøàëàñü äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà óçëîâ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â îòñóòñòâèå âíåø-íèõ ñèë è ïðè íàëè÷èè íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé è äàâëåíèÿ.Íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå çàäàâàëîñü óñëîâèå p = 0, íà òâåðäûõ ãðàíèöàõ � ∂p/∂n = 0. �àñ-÷åòû ïðîâîäèëèñü äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 5 ñ. Âî âñå âðåìÿ ðàñ÷åòà ÷èñëåííîå äàâëåíèåáûëî áëèçêî ê ãèäðîñòàòè÷åñêîìó. Â òàáë. 3 ïðåäñòàâëåíà îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü�óíêöèè äàâëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà óçëîâ îáëàñòè n.2. �åøåíèå çàäà÷è î ðàçðóøåíèè ïëîòèíûïðè íàëè÷èè ñëîÿ æèäêîñòè íà îñíîâàíèèÏðè ðàáîòå ãèäðîòåõíè÷åñêèõ ñîîðóæåíèé, â ÷àñòíîñòè, ïëîòèí, ðàçðóøåíèå íàïîðíîãî�ðîíòà ãèäðîóçëîâ � îäèí èç ñàìûõ îïàñíûõ ñëó÷àåâ àâàðèé, ïðèâîäÿùèõ ê ñóùåñòâåí-íûì ýêîíîìè÷åñêèì, ýêîëîãè÷åñêèì è ñîöèàëüíûì ïîñëåäñòâèÿì. Îò òî÷íîñòè ïðåä-ñêàçàíèÿ ïàðàìåòðîâ âîëíû èçëèâà çàâèñÿò îöåíêè, íåîáõîäèìûå äëÿ âûáîðà ðàçìå-ùåíèÿ õîçÿéñòâåííûõ îáúåêòîâ, ðàçðàáîòêè ïðîòèâîïàâîäêîâûõ ìåðîïðèÿòèé, ñîñòàâ-ëåíèÿ ïëàíà äåéñòâèé â ñëó÷àÿõ ïðîðûâà, à òàêæå îöåíêè ïîñëåäñòâèé ïðîõîæäåíèÿâîëíû ïðîðûâà è ïîñëåäóþùåé ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàçðóøåíèè ïëîòèíû ïðè íàëè÷èèñëîÿ æèäêîñòè íà îñíîâàíèè. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü ñîñòîèò èç áàññåéíà ñ ðîâíûì äíîì èòâåðäûìè íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè, çàïîëíåííîãî îäíîðîäíîé âÿçêîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòüþ è ðàçäåëåííîãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òîíêîé íåïðîíèöàåìîé ïåðå-ãîðîäêîé, ñîçäàþùåé ïåðåïàä óðîâíÿ æèäêîñòè (ðèñ. 2). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
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Ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè... 17ïåðåãîðîäêà íà÷èíàåò ðàâíîìåðíî äâèãàòüñÿ ââåðõ ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ, �îðìèðóþ-ùèéñÿ ïðè ýòîì ñòîëá æèäêîñòè ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì âåêòîðîì ñêîðîñòè íà÷èíàåòîáðóøèâàòüñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè.Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé, åñëè èñïîëüçóåòñÿ ïîñòîÿííûé øàã ïî âðåìåíè. Â ðà-áîòå [17℄ ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ çàäà÷è î ðàñïàäå ñòîëáà æèäêîñòè ìåòîäîìåñòåñòâåííûõ ñîñåäåé, ïîëó÷åííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñòîÿííîãî è ïåðåìåííîãî âðå-ìåííûõ øàãîâ. Â äàííîé çàäà÷å øàã ïî âðåìåíè âûáèðàëñÿ èç ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ [8℄:
∆t = min

x

{

s

|u(x, t)|

}

, (41)ãäå s = min
i6=j

|xj − xi| � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.Ò à á ë è ö à 4. Ïàðàìåòðû çàäà÷èÏàðàìåòð Çíà÷åíèå �àçìåðíîñòüÑêîðîñòü ïåðåãîðîäêè ïëîòèíû 1.5 ì/ñÏëîòíîñòü æèäêîñòè 1000 êã/ì3Êîý��èöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè 3.2 · 10−3 êã/(ì · ñ)Ñèëà òÿæåñòè 9.8 ì/
2Âûñîòà ñëîÿ æèäêîñòè ïðè îñíîâàíèè h 1.8 · 10−2 ìÂûñîòà ñëîÿ æèäêîñòè ñëåâà îò ïëîòèíû 0.15 ìà á
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�èñ. 3. �àçðóøåíèå ïëîòèíû. 4030 óçëîâ (ïåðåìåííûé øàã ïî âðåìåíè): à � t = 0.156 ñ; á �
t = 0.243 ñ; â � t = 0.281 ñ; ã � t = 0.406 ñ; ä � t = 0.468 ñ; å � t = 0.531 ñ



18 Ê.Å. À�àíàñüåâ, Ò.Ñ. �åéíÂ òàáë. 4 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ðàñ÷åòà ïî-ñòàâëåííîé çàäà÷è. Íà ðèñ. 3 äàíû êàðòèíû òå÷åíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíèñ êîëè÷åñòâîì ðàñ÷åòíûõ ÷àñòèö ðàâíûì 4030.Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 4 è 5 ïîêàçàíû �ðàãìåíòû òå÷åíèé äëÿ 2300 è 5800 ÷àñòèöñîîòâåòñòâåííî äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè. Øàã ïî âðåìåíè òàêæå âûáèðàëñÿèç óñëîâèÿ (41). Èç ïðèâåäåííûõ ðèñóíêîâ âèäíî êà÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå ïîëó÷åííûõðåçóëüòàòîâ.Íà ðèñ. 6 ïðèâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå ðàñ÷åòîâ îáðóøåíèÿ ïëîòèíû ñ ýêñïåðèìåíòîì.Äàííûå ýêñïåðèìåíòà áûëè âçÿòû èç ðàáîòû [23℄.Âû÷èñëåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê . Ïðîâåðêà çàêîíà ñîõðàíåíèÿïîëíîé ýíåðãèè E = Ek + Ep ñëóæèò äëÿ îöåíêè êîíñåðâàòèâíîñòè ìåòîäà NEM. Êèíå-òè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäó-þùèì �îðìóëàì [24℄:
Ek =

mu
2

2
, Ep = mgy. (42)Çäåñü m è u

2 îïðåäåëÿþò ìàññó è ìîäóëü ñêîðîñòè îòäåëüíûõ ÷àñòèö æèäêîñòè ñîîòâåò-ñòâåííî, g � êîý��èöèåíò óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, y � îðäèíàòû óçëîâûõ òî÷åêîáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìîæåò áûòü íàéäåíà èç �îðìóëû
E =

N
∑

i=1

(
miu

2
i

2
+ migyi), (43)ãäå N � îáùåå ÷èñëî óçëîâ îáëàñòè.
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�èñ. 4. �àçðóøåíèå ïëîòèíû. 2300 óçëîâ (ïåðåìåííûé øàã ïî âðåìåíè): à � t = 0.156 ñ; á �
t = 0.243 ñ; â � t = 0.281 ñ; ã � t = 0.406 ñ; ä � t = 0.468 ñ; å � t = 0.531 ñ
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�èñ. 5. �àçðóøåíèå ïëîòèíû. 5800 óçëîâ (ïåðåìåííûé øàã ïî âðåìåíè): à � t = 0.156 ñ; á �
t = 0.243 ñ; â � t = 0.281 ñ; ã � t = 0.406 ñ; ä � t = 0.468 ñ; å � t = 0.531 ñÒ à á ë è ö à 5. Îòêëîíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû, %

N/t, ñ 0 0.156 0.219 0.281 0.343 0.406 0.468 0.5312300 0.00 0.07 0.41 0.58 0.93 1.21 1.45 1.704030 0.00 0.05 0.29 0.36 0.44 0.52 0.60 0.735800 0.00 0.03 0.24 0.31 0.40 0.45 0.49 0.56Â òàáë. 5 ïðèâîäÿòñÿ äàííûå ïî îòêëîíåíèþ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ∆E â ðàç-ëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà óçëîâ îáëàñòè äëÿ ïåðåìåííîãîâðåìåííîãî øàãà. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà óçëîâ íàáëþäà-åòñÿ óìåíüøåíèå ïîãðåøíîñòè ïðèâåäåííîé â òàáë. 5 õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è (ïîëíàÿýíåðãèÿ ñèñòåìû).Âû÷èñëåíèå íàãðóçêè. Îñíîâíûì ïàðàìåòðîì ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ãèäðîäèíà-ìè÷åñêèõ ñîîðóæåíèé ñëóæàò âíåøíèå íàãðóçêè, ñîçäàâàåìûå âîëíåíèåì ïîâåðõíîñòèâîäû. �îðèçîíòàëüíûå íàãðóçêè îïðåäåëÿþòñÿ ïî íàéäåííîé ïëîùàäè ýïþðû áîêîâîãîâîëíîâîãî äàâëåíèÿ.Ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè ïîäðîáíî îïèñàí â ðàáîòå [25℄, ñîãëàñíî åìó íàãðóçêà
Ps íà òâåðäîé ãðàíèöå Γ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:

Ps =

∫

Γ

Pw dΓ, (44)ãäå Pw = P − P0 � âîëíîâîå äàâëåíèå, P � ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà êàæäîì øàãåïî âðåìåíè, P0 � ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0.
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�èñ. 6. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû àâòîðîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè â ìîìåíòûâðåìåíè: à � t = 0.156 ñ; á � t = 0.243 ñ; â � t = 0.281 ñ; ã � t = 0.406 ñ; ä � t = 0.468 ñ; å �
t = 0.531 ñ; ñëåâà � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ñïðàâà � òåêóùèå ðàñ÷åòûÂ õîäå ðàñ÷åòà áûëî ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ äàâëåíèÿ, êîòîðîå ïîçâîëÿåòîïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê íà âåðòèêàëüíûå ñòåíêè îáëàñòè.Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà h (âûñîòà ñëîÿ æèäêîñòè ïðè îñíîâàíèè) âû÷èñ-ëÿëèñü íàãðóçêè íà ïðàâóþ âåðòèêàëüíóþ ñòåíêó áàññåéíà.Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû õðîíîãðàììû íàãðóçîê íà âåðòèêàëüíûå ãðàíèöû îáëàñòè äëÿçíà÷åíèé h = 0.018 ì, h = 0.038, h = 0.09 è h = 0.12 ì ñîîòâåòñòâåííî íà ïðàâîé(ðèñ. 7, à) è ëåâîé (ðèñ. 7, á) âåðòèêàëüíûõ ñòåíêàõ îáëàñòè. Ïðè h = 0.12 ì òîëùèíàñëîÿ ïðàêòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò âûñîòå ñòîëáà æèäêîñòè è âûáðàíà ýìïèðè÷åñêè íàîñíîâå ïðîâåäåííîé ñåðèè ðàñ÷åòîâ. Òàêàÿ âûñîòà ñëîÿ ïðè îñíîâàíèè ñîîòâåòñòâóåòêàðòèíå òå÷åíèÿ, ïðè êîòîðîé äëÿ çàäàííîé äëèíû áàññåéíà íå íàðóøàåòñÿ ñâÿçíîñòü
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�èñ. 7. Õðîíîãðàììû ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íàãðóçêè íà âåðòèêàëüíûõ ñòåíêàõ îáëàñòè: à �ïðàâàÿ ñòåíêà îáëàñòè; á � ëåâàÿ ñòåíêà îáëàñòè; 1 � h = 0.018 ì, 2 � h = 0.038, 3 � h = 0.09,4 � h = 0.12 ìîáëàñòè è íå âîçíèêàþò ìîìåíòû îáðóøåíèé. Ñîîòâåòñòâåííî ãðà�èê íàãðóçîê äëÿ
h = 0.12 ì íàèáîëåå ãëàäêèé è èìååò íàèìåíüøåå ÷èñëî ýêñòðåìóìîâ â îòëè÷èå îò õðî-íîãðàìì íàãðóçîê äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé òîëùèíû ñëîÿ ïðè îñíîâàíèè. Ïðè çíà÷åíèèâûñîòû ñòîëáà h = 0.09 ì ìîìåíò îáðóøåíèÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû âîçíèêàåò óæå ïî-ñëå îòêàòà îáðàçóþùåéñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçðóøåíèÿ ïëîòèíû âîëíû èçëèâà, ïîýòîìó íàõðîíîãðàììå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íàãðóçêè ëåæèò íèæå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåæèìàìè,äëÿ êîòîðûõ ìîìåíòû îáðóøåíèé âîçíèêàþò äî íàêàòà âîëíû èçëèâà íà âåðòèêàëüíóþñòåíêó.Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ðàñ÷åòíûå õðîíîãðàììû íàãðóçîê íà ïðàâóþ ñòåíêó èìåþò äâàëîêàëüíûõ ìàêñèìóìà. Îäíàêî ïåðâûé ìàêñèìóì èìååò ìåíüøåå çíà÷åíèå, ÷åì âòîðîé,è âîçíèêàåò âñëåäñòâèå íàêàòà íà ñòåíêó ñëîÿ æèäêîñòè ñïðàâà ïðè îñíîâàíèè ïëîòèíû.Ñàìà æå âîëíà èçëèâà, �îðìèðóþùàÿñÿ ïðè îáðóøåíèè ïëîòèíû, äîñòèãàåò ïðàâîéâåðòèêàëüíîé ñòåíêè çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå, óæå ïîñëå îòêàòà îò ñòåíêè æèäêîñòè ïðèîñíîâàíèè ïëîòèíû. Îòñþäà ìîæíî âèäåòü âòîðîé, íàèáîëüøèé ïî çíà÷åíèþ, ìàêñèìóìíàãðóçêè. Ïðè äàëüíåéøåì îòêàòå âîëíû îò ïðàâîé ñòåíêè íàãðóçêà íà íåé íà÷èíàåòóáûâàòü.Çàêëþ÷åíèåÖåëü äàííîé ðàáîòû � èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòåé ìåòîäà åñòåñòâåííûõ ñîñåäåé äëÿðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè, ñî-



22 Ê.Å. À�àíàñüåâ, Ò.Ñ. �åéíïðîâîæäàþùèõñÿ ñèëüíûìè äå�îðìàöèÿìè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Äàííûé ìåòîä, ïîñòðî-åííûé íà âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå �àëåðêèíà, ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êàðòèíó äàâëåíèÿ íàêàæäîì âðåìåííîì ñëîå è îïðåäåëÿòü ãèäðîäèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè íà òâåðäûõ ñòåíêàõîáëàñòè, ÷òî âûãîäíî îòëè÷àåò åãî îò èçâåñòíûõ áåññåòî÷íûõ ìåòîäîâ.Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà è óðàâ-íåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, à òàêæå îïèñàí àëãîðèòì ìåòîäà åñòåñòâåííûõ ñîñåäåé. Ïðèâå-äåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì åñòåñòâåííûõ ñîñåäåé, ñèçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Ïðåäñòàâëå-íû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàñ÷åòó äâóìåðíîé çàäà÷è ñ îáðóøåíèÿìèâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê íàòâåðäûå ñòåíêè îáëàñòè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êîííîð Äæ., Áðåááèà Ê. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ìåõàíèêå æèäêîñòè. Ë.: Ñóäî-ñòðîåíèå, 1979. 204 ñ.[2℄ Ïàòàíêàð Ñ. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ òåïëîîáìåíà è äèíàìèêè æèäêîñòè. Ì.:Ýíåðãîàòîìèçäàò, 1984. 152 ñ.[3℄ Òåðåíòüåâ À.�., À�àíàñüåâ Ê.Å. ×èñëåííûå ìåòîäû â ãèäðîäèíàìèêå: ó÷åá. ïîñîáèå.×åáîêñàðû: ×óâàø. óí-ò., 1987. 80 ñ.[4℄ Li S., Liu W.K. Meshfree and parti
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