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Three-dimensional acoustic problems are considered. The problems are formulated

in terms of weakly singular integral equations of the first and second kinds. A discretiza-

tion of these equations is proposed with the help of the special smoothing method for

the integral kernels. Approximate solutions of these equations are found using the

variational iterative methods. The results of numerical experiments are presented.ÂâåäåíèåÌàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ àêóñòè÷å-ñêèõ âîëí â ñðåäàõ ñ òðåõìåðíûìè âêëþ÷åíèÿìè èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõîáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè è ïðèâîäèò ê ïîñòàíîâêå çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, êî-òîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü çàäà÷àìè äè�ðàêöèè èëè çàäà÷àìè ðàññåÿíèÿ. Òî÷íûå àíàëè-òè÷åñêèå ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷à-ÿõ, ïîýòîìó îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì èõ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå êîìïüþòåðíîåìîäåëèðîâàíèå.Èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðà ïðåäïîëàãàåò ïðåäâàðèòåëüíîå ïîñòðîåíèå äèñêðåòíîãîàíàëîãà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, êîòîðîå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñî-áàìè. Ïðè âûáîðå ñïîñîáà äèñêðåòèçàöèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâàçàäà÷ äè�ðàêöèè: ðåøåíèÿ çàäà÷ èùóòñÿ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ, çàâèñÿò îò òðåõïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ìåäëåííî óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè, ìîãóò áûòü áûñò-ðî îñöèëëèðóþùèìè �óíêöèÿìè è äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà áåñ-êîíå÷íîñòè. Ïåðå÷èñëåííûå îñîáåííîñòè ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî àëãîðèòìû ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ çàäà÷ äè�ðàêöèè, îñíîâàííûå íà äè��åðåíöèàëüíûõ �îðìóëèðîâêàõ, ïðè-âîäÿùèõ ê êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì èëè ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûì ñõåìàì, ÿâëÿþòñÿ ìàëîý�-�åêòèâíûìè. Ýòîò �àêò ñòèìóëèðîâàë ðàçâèòèå èíòåãðàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷äè�ðàêöèè. Èññëåäîâàíèÿìè â ýòîé îáëàñòè çàíèìàëèñü Í.Ì. �þíòåð, Â.Ä. Êóïðàäçå,Ñ.�. Ìèõëèí, À.�. Ñâåøíèêîâ, Â.È. Äìèòðèåâ, Ñ.Ì. Áåëîíîñîâ, Â.À. Öåöîõî, Â.Â. Âî-ðîíèí, C. Muller, D. Colton, R. Kress, J.-C. Nedele
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×èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òðåõìåðíûõ çàäà÷ àêóñòèêè 55(ïëîòíîñòÿìè). Áîëåå ïåðñïåêòèâíûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿðàçâèâàþùèéñÿ ñ êîíöà 1980-õ � íà÷àëà 1990-õ ãîäîâ ïîäõîä, êîãäà òàêèå çàäà÷è �îð-ìóëèðîâàëèñü â âèäå îäíîãî ñëàáî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìàïåðâîãî èëè âòîðîãî ðîäà ñ îäíîé íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ (Ñ.È. Ñìàãèí, R.E. Kleinman,P.A. Martin, P. Ola). Ïðè ýòîì â ðàìêàõ óêàçàííîãî ïîäõîäà êàæäàÿ çàäà÷à äîïóñêàåòðàçëè÷íûå ýêâèâàëåíòíûå �îðìóëèðîâêè.Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñêàëÿðíûõ çàäà÷ äè�ðàêöèè èñïîëüçî-âàëèñü èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõóðàâíåíèé ïðèìåíÿëñÿ ñîãëàñîâàííûé ñ øàãîì ñåòêè ñïåöèàëüíûé ìåòîä îñðåäíåíèÿèíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñî ñëàáûìè îñîáåííîñòÿìè â ÿäðàõ, êîòîðûé áûë ðàçðàáîòàíè èñïîëüçîâàëñÿ ðàíåå äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé êðàåâûõ çàäà÷ àêóñòèêè.�åøåíèÿ äèñêðåòèçîâàííûõ óðàâíåíèé íàõîäèëèñü èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè âàðèàöè-îííîãî òèïà. Ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè è òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïðîâîäèëàñü ñ ïðè-ìåíåíèåì òðåõìåðíûõ çàäà÷ àêóñòèêè, èìåþùèõ èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.1. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîé çàäà÷è äè�ðàêöèèÇàäà÷à 1 (îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà ñêàëÿðíîé çàäà÷è äè�ðàêöèè). Íàéòè âîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ωi òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R3 è â íåîãðàíè÷åí-íîé îáëàñòè Ωe = R3\Ω̄i, ðàçäåëåííûõ çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ Γ êëàññà �¼ëüäåðà
Cr+β ((r + β) > 1), êîìïëåêñíîçíà÷íûå �óíêöèè ϕi(e) ∈ H1(Ωi(e)), óäîâëåòâîðÿþùèåèíòåãðàëüíûì òîæäåñòâàì

∫

Ωi(e)

∇ϕi(e)∇ψi(e) dx− k2
i(e)

∫

Ωi(e)

ϕi(e)ψi(e) dx = 0 ∀ψi(e) ∈ H1
0

(

Ωi(e)

)

, (1)óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä èç Ωi è Ωe

〈ϕi − ϕe, µ〉Γ = 〈ϕ0, µ〉Γ ∀µ ∈ H−1/2(Γ), (2)
〈η, piNϕi − peNϕe〉Γ = 〈η, peϕ1〉Γ ∀η ∈ H1/2(Γ),à òàêæå óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ ϕe

∂ϕe/∂ |x| − ikeϕe = o
(

|x|−1) , |x| → ∞, (3)åñëè íà Γ çàäàíû �óíêöèè ϕ0 ∈ H1/2(Γ) è ϕ1 ∈ H−1/2(Γ).Çäåñü è äàëåå 〈·, ·〉Γ � îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè íà H1/2(Γ) × H−1/2(Γ), îáîáùàþùååñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H0(Γ):
〈f, ḡ〉Γ =

∫

Γ

f ḡdΓ ∀f, g ∈ H0(Γ),

ḡ � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ ê g �óíêöèÿ; N = ∂/∂n, n(x) � âåêòîð åäèíè÷íîé âíåø-íåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå x;
pi(e) =

(

ρi(e)ω
(

ω + iγi(e)

))−1
, k2

i(e) = ω
(

ω + iγi(e)

)/

c2i(e), Im(ki(e)) ≥ 0,
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ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, ci(e), ρi(e), γi(e) � ñêîðîñòè çâóêà, ïëîòíîñòè è êîý�-�èöèåíòû ïîãëîùåíèÿ ñðåä, çàïîëíÿþùèõ îáëàñòè Ωi(e), ci(e) > 0, ρi(e) > 0, γi(e) ≥ 0.Â ðàáîòå [1℄ äîêàçàíàÒåîðåìà 1. Çàäà÷à 1 èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

(

Ai(e)q
)

(x) ≡
〈

Gi(e)(x, ·), q
〉

Γ
,
(

Bi(e)q
)

(x) ≡
〈

NxGi(e)(x, ·), q
〉

Γ
,

(

B′
i(e)ϕ

)

(x) ≡
〈

ϕ,N(·)Gi(e)(x, ·)
〉

Γ
, Gi(e) (x, y) = exp

(

iki(e) |x− y|
)/

(4π |x− y|)è ðàññìîòðèì ïîòåíöèàëû
ϕe(x) = (Aeq) (x), x ∈ Ωe, (4)

ϕi(x) = pei

(

Ai (Nϕe + ϕ1)
+) (x) −

(

B′
i (ϕe + ϕ0)

+) (x), x ∈ Ωi,ãäå q ∈ H−1/2(Γ) � íåèçâåñòíàÿ ïëîòíîñòü; pei = pe/pi; çíàêîì �+� îòìå÷àþòñÿ ïðåäåëü-íûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé íà Γ, êîãäà x→ Γ èç îáëàñòè Ωe.ßäðàìè ïîòåíöèàëîâ (4) ÿâëÿþòñÿ �óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé �åëüì-ãîëüöà è èõ íîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå, ïîýòîìó îíè óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì (1) èóñëîâèþ èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè (3). Êðîìå òîãî, âûïîëíåíèå äëÿ íèõ ïåðâîãî èçóñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (2) àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿñîïðÿæåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ïîòåíöèàëû (4) â ïåðâîå óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ, ïîëó÷èì ýêâè-âàëåíòíîå çàäà÷å äè�ðàêöèè ñëàáî ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìàïåðâîãî ðîäà:
〈(Cq) , µ〉Γ = 〈ψ0, µ〉Γ ∀µ ∈ H−1/2(Γ), (5)ãäå

(Cq) (x) ≡ ((0.5 (Ae + peiAi) + (B′
iAe − peiAiBe)) q) (x);

ψ0(x) = −0.5ϕ0(x) + pei (Aiϕ1) (x) − (B′
iϕ0) (x).Ñïðàâåäëèâà [1℄Òåîðåìà 2. Ïóñòü ϕ0 ∈ H1/2(Γ), ϕ1 ∈ H−1/2(Γ), γe > 0 èëè ω íå ÿâëÿåòñÿ ñîá-ñòâåííîé ÷àñòîòîé çàäà÷è

∆ϕ+ k2
eϕ = 0, x ∈ Ωi, ϕ = 0, x ∈ Γ. (6)Òîãäà óðàâíåíèå (5) êîððåêòíî ðàçðåøèìî â êëàññå ïëîòíîñòåé q ∈ H−1/2(Γ) è �îðìó-ëû (4) äàþò ðåøåíèå çàäà÷è 1.Çàäà÷à 1 äîïóñêàåò åùå îäíó ýêâèâàëåíòíóþ �îðìóëèðîâêó â âèäå èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå. Áóäåì èñêàòü ååðåøåíèå â âèäå
ϕi(x) = (Aiq) (x), x ∈ Ωi, (7)

ϕe(x) =
(

Ae(ϕ1 − pieNϕi)
−
)

(x) −
(

B′
e(ϕ0 − ϕi)

−
)

(x), x ∈ Ωe,ãäå pie = pi/pe, çíàêîì �−� îòìå÷àþòñÿ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðà-æåíèé íà Γ, êîãäà x→ Γ èç îáëàñòè Ωi. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à 1 ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ
〈(Dq) , µ〉Γ = 〈ϕ0, µ〉Γ ∀µ ∈ H−1/2(Γ), (8)

(Dq) (x) ≡ ((0.5 (Ai + pieAe) + (pieAeBi − B′
eAi)) q) (x)è èìååò ìåñòî [1℄



×èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òðåõìåðíûõ çàäà÷ àêóñòèêè 57Òåîðåìà 3. Ïóñòü ϕ0 ∈ H1/2(Γ), ϕ1 ∈ H−1/2(Γ), γe > 0 èëè ω íå ÿâëÿåòñÿ ñîá-ñòâåííîé ÷àñòîòîé çàäà÷è (6). Òîãäà óðàâíåíèå (8) êîððåêòíî ðàçðåøèìî â êëàññåïëîòíîñòåé q ∈ H−1/2(Γ) è �îðìóëû (7) äàþò ðåøåíèå çàäà÷è 1.Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü âîëíîâîå ïîëå â îáëàñòè Ωe, çàäà÷ó 1ïðåäïî÷òèòåëüíî ñâîäèòü ê óðàâíåíèþ (5), êîòîðîå äîïóñêàåò ðàñ÷åò îòðàæåííîãî ïîëÿïî áîëåå ïðîñòîé �îðìóëå. Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå â ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî ðàñ-ñ÷èòàòü ïðîõîäÿùåå âîëíîâîå ïîëå â îáëàñòè Ωi, ïðåäïî÷òèòåëüíî èñïîëüçîâàòü óðàâ-íåíèå (8).2. Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿÈçëàãàåìûé ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñëàáûìè îñîáåííîñòÿìè â ÿä-ðàõ âïåðâûå ïðåäëîæåí â ðàáîòå [2℄. Åãî èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåèçâåñòíàÿ ïëîò-íîñòü íàõîäèòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãëàäêèõ �èíèòíûõ �óíêöèé, îáðàçóþùèõðàçáèåíèå åäèíèöû íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèÿ. Òàêîé ïîäõîä íå òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîéòðèàíãóëÿöèè ïîâåðõíîñòè è îäèíàêîâî ïðîñòî ðåàëèçóåòñÿ êàê íà ðåãóëÿðíûõ, òàê èíà íåðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ. Ïðè äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïðè-áëèæåííî çàìåíÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè èíòåãðàëû ïî R3, êîòîðûå çàòåìâû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè, ÷òî ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî íàõîäèòü êîý��èöèåíòûñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ), àïïðîêñèìèðóþùèõ èíòåãðàëü-íûå óðàâíåíèÿ.Ñëåäóÿ ðàáîòå [3℄, êðàòêî îïèøåì îáùóþ ñõåìó ðåàëèçàöèè ìåòîäà. Ïîñòðîèì ïî-êðûòèå ïîâåðõíîñòè Γ ñèñòåìîé {Γm}
M
m=1 îêðåñòíîñòåé óçëîâûõ òî÷åê xm ∈ Γ, ëåæàùèõâíóòðè ñ�åð ðàäèóñà hm ñ öåíòðàìè â xm, è îáîçíà÷èì ÷åðåç {ϕm} ïîä÷èíåííîå åìóðàçáèåíèå åäèíèöû. Â êà÷åñòâå ϕm áóäåì èñïîëüçîâàòü �óíêöèè

ϕm(x) = ϕ′
m(x)

(

M
∑

k=1

ϕ′
k(x)

)−1

, ϕ′
m(x) =

{

(1 − r2
m/h2

m)
3
, rm < hm,

0, rm ≥ hm,ãäå x ∈ Γ, rm = |x− xm|, ϕm ∈ C1(Γ) ïðè Γ ∈ Cr+β, r + β > 1.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âñåõ m = 1, 2, . . . ,M âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
0 < h′ ≤ |xm − xn| , m 6= n, n = 1, 2, . . . ,M, h′ ≤ (2π)1/2σm ≤ hm ≤ h, h/h′ ≤ q0 <∞,ãäå h, h′ � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå îò M , q0 íå çàâèñèò îò M ,

σm = ϕ̄m

(

2

π

)1/2




∫

Γ

ϕm(y)

|xm − y|
dΓy





−1

, ϕ̄m =

∫

Γ

ϕmdΓ.Âìåñòî çàäàííîé íà Γ íåèçâåñòíîé �óíêöèè q áóäåì èñêàòü îáîáùåííóþ �óíêöèþ
qδΓ, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó (qδΓ, ϕ)R3 = 〈q, ϕ〉Γ . Ïðèáëèæàòü ýòó �óíêöèþ áóäåìâûðàæåíèåì

q (x) δΓ (x) ≈

M
∑

n=1

qnψn(x),ãäå qn � íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû; ψn(x) = (πσ2
n)−3/2 exp (−(x− xn)2/σ2

n) .
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∫

Γ

(

Ai(e)q
)

ϕmdΓ ≈ ϕ̄m

M
∑

n=1

Amn
i(e)qn, m = 1, 2, ...,M, (9)à èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ðîäà � ïî �îðìóëå [3℄

∫

Γ

(

aq +
(

Bi(e)q
))

ϕmdΓ/ ≈ ϕ̄m

M
∑

n=1

Bmn
i(e)qn, m = 1, 2, ...,M. (10)Çäåñü

Amn
i(e) = 0.5βmn

i(e)exp
(

−γ2
mn

)

(w (z1) − w (z2))
/

rmn, m 6= n,

βmn
i(e) = ϕ̄n (4π)−1

(

1 −
(

µmn
i(e)

)2
+ 0.5

(

µmn
i(e)

)4
)−1

, µmn
i(e) = 0.5ki(e)σmn,

rmn = |xm − xn| , σmn =
(

σ2
m + σ2

n

)1/2
, γmn = rmn/σmn,

z1 = µmn
i(e) − iγmn, z2 = µmn

i(e) + iγmn, w (z) = exp
(

−z2
)



1 + 2π−1/2i

z
∫

0

exp
(

t2
)

dt



 ,

Amm
i(e) = βmm

i(e)

[

iki(e)w
(

µmm
i(e)

)

+ 2
(

σmmπ
1/2
)−1

+ 2π1/2σmm

(

1 − 2
(

µmm
i(e)

)2
/

3
)

(ϕ̄m)−1
]

,

Bmn
i(e) =

(

4πr3
mn

)−1
n∗

mn exp
(

iki(e)rmn

) (

iki(e)rmn − 1
)

ϕ̄n, n∗
mn =

3
∑

l=1

nlm (xlm − xln),

Bmm
i(e) = −Gs(xm) ïðè a = 0.5, Bmm

i(e) = −1 − Gs(xm) ïðè a = −0.5,

Gs (xm) =

M
∑

n 6=m

n∗
mnϕ̄n

4πr3
mn

≈
1

4π

∫

Γ

∂

∂ny

1

|xm − y|
dΓy = −

1

2
.Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû â ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (5) è (8) ÿâëÿþòñÿ êîìïîçèöèåéèíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ (9) è (10), àïïðîêñèìèðóåì èõ ïî �îðìóëàì

∫

Γ

(Cq)ϕmdΓ ≈

M
∑

n=1

(Amn
e Bmn

i − peiA
mn
i Bmn

e ) qn, m = 1, 2, ...,M, (11)
∫

Γ

(Dq)ϕmdΓ ≈

M
∑

n=1

(pieA
mn
e Bmn

i −Amn
i Bmn

e ) qn, m = 1, 2, ...,M, (12)à ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (5) è (8) � ïî �îðìóëàì
∫

Γ

ψ0ϕmdΓ ≈ ϕ̄m

(

Gs(xm)ϕ0(xm) +
M
∑

n=1

ϕ̄n [peiA
mn
i ϕ1(xn) − ϕ0(xn)Bnm

i ]

)

, m = 1, 2, ...,M,
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∫

Γ

ϕ0ϕmdΓ ≈ ϕ̄mϕ0(xm), m = 1, 2, ...,M.�åøàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ÑËÀÓ, íàéäåì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòåé â òî÷-êàõ äèñêðåòèçàöèè äëÿ êàæäîãî èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîñëå ýòîãî èñêîìûå ðå-øåíèÿ çàäà÷ àêóñòèêè ìîãóò áûòü îäèíàêîâî ïðîñòî è òî÷íî âû÷èñëåíû êàê â äàëüíåé,òàê è â áëèæíåé çîíå.3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâÏðàâèëüíîñòü è òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïðîâåðÿëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì òåñòîâûõçàäà÷, èìåþùèõ òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïîñëåäíèõ âûáèðàëèñüñ�îðìóëèðîâàííûå â âèäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âíóòðåííèå è âíåøíèå êðàåâûå çà-äà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà [5℄ â îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ åäè-íè÷íîé ñ�åðîé è ýëëèïñîèäîì ñ ïîëóîñÿìè (0.4, 1, 0.2), è çàäà÷à î ðàññåÿíèè ïëîñêîéàêóñòè÷åñêîé âîëíû íà åäèíè÷íîì øàðå [6℄. Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû â ýòèõ çàäà÷àõèìåþò âèä (9)�(12), âîëíîâûå ÷èñëà ki(e) âûáèðàëèñü èç äèàïàçîíà îò 0 äî 21, ÷èñëîòî÷åê äèñêðåòèçàöèè M = 500 . . . 16 000.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ äèñêðåòèçîâàííûõ óðàâíåíèé èññëåäîâàëàñü âîçìîæíîñòü èõïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè âàðèàöèîííîãî òèïà. Òåñòèðîâàëèñüìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (MINRES), ìîäè�èêàöèè ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâäëÿ íåâûðîæäåííûõ ÑËÀÓ (CGNR, CGNE), ìåòîä áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (BiCG),îáîáùåííûé ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES) è ñòàáèëèçèðîâàííûé ìåòîä áèñî-ïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (BiCGStab) [7℄.×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè â ðàññìàòðèâàåìûõçàäà÷àõ ïðè áîëüøèõ M èìååò ïîðÿäîê íå õóæå h2 ∼ M−1. Ïðè ýòîì îòíîñèòåëü-íàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé â íîðìå ñåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà H0
h(Ωi(e)) äëÿ âñåõ çàäà÷ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó îò 10−5 äî 10−3 â çàâèñèìîñòè îò èñõîäíûõ äàííûõ. Âñå èòå-ðàöèîííûå ìåòîäû, êðîìå MINRES, ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî áûñòðî íàõîäèòü èñêîìûåðåøåíèÿ ÑËÀÓ, ïðè÷åì ÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé ñ çà-äàííîé òî÷íîñòüþ, ñëàáî çàâèñèò îò M . Íàèáîëåå áûñòðóþ ñõîäèìîñòü äåìîíñòðèðóåòGMRES.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êàøèðèí À.À., Ñìàãèí Ñ.È. Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñêàëÿð-íîé çàäà÷è äè�ðàêöèè // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. 2006. Ò. 42, � 1. Ñ. 79�90.[2℄ Ñìàãèí Ñ.È. ×èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ I ðîäà ñî ñëàáîé îñîáåííî-ñòüþ íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1988. Ò. 303, � 5. Ñ. 1048�1051.[3℄ Åðøîâ Í.Å., Ñìàãèí Ñ.È. ×èñëåííîå ðåøåíèå òðåõìåðíîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è äè-�ðàêöèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí íà òðåõìåðíîì óïðóãîì âêëþ÷åíèè. Âëàäèâîñòîê, 1989(Ïðåïð. ÀÍ ÑÑÑ�, ÄÂÎ, ÂÖ).[4℄ Êàøèðèí À.À. Èññëåäîâàíèå è ÷èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òðåõìåð-íûõ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ äè�ðàêöèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí: Äèñ. ... êàíä. �èç.-ìàò. íàóê.Õàáàðîâñê, 2006. 118 ñ.
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