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A problem of construction of statistical methods for solution of the Dirichlet prob-

lem for the Helmholtz equation when the spectral parameter is close or greater then
the first eugenvalue of the Laplace operator is considered. The corresponding estimates
and a probabilistic representation of solution are constructed by shifting the spectral
parameter.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â îáëàñòè D ⊂ R3 ñãðàíèöåé Γ:

(∆ + c)u = −g, u|Γ = ϕ. (1)Ïðåäïîëîæèì âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ. Ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ�¼ëüäåðà â D, D � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R3 ñ ðåãóëÿðíîé ãðàíèöåé Γ,�óíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà íà Γ, c < c∗, ãäå c∗ � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðàËàïëàñà äëÿ îáëàñòè D. Ýòè óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-íîñòü ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è, à òàêæå âîçìîæíîñòü åãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿè ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè �ðèíà äëÿ øàðà, ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííû-ìè, â òîì ÷èñëå è ïîñëå çàìåíû âñåõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé íà èõ ìîäóëè. Ââåäåìñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
D � çàìûêàíèå îáëàñòè D;
d(P ) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî ãðàíèöû Γ;
Γε � ε-îêðåñòíîñòü ãðàíèöû Γ, ò. å. Γε = {P ∈ D : d(P ) < ε};
S(P ) � ìàêñèìàëüíàÿ èç ñ�åð (òî÷íåå, èç ãèïåðñ�åð) ñ öåíòðîì â òî÷êå P , öåëèêîìëåæàùèõ â D, S(P ) = {Q ∈ D : |Q − P | = d(P )}.Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ [3℄

u(r) =

∫

D

k(r, r′; c)u(r′)dr′ + h(r), èëè u = Kcu + h. (2)
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ãðàíò � 08-01-00334) è ïðîãðàììû �Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû� (ãðàíò � 587.2008.1).
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90 Â.Ë. ËóêèíîâÀëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ (2) îñíîâàíû íà ïðåäñòàâëåíèè
u = (I − Kc)

−1h = h + Rch, Rc =
∞∑

i=1

Ki
c, (3)êîòîðîå èìååò ñìûñë, êîãäà äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà Kc âåðíî íåðàâåí-ñòâî ρ(Kc) < 1, ò. å. ïðè c < c∗. Ïðè c, áëèçêîì ê c∗, ðÿä ñõîäèòñÿ î÷åíü ìåäëåííî èðàñõîäèòñÿ, åñëè c ≥ c∗. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â óñêîðåíèè ñõîäè-ìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (3) ïðè c < c∗. Âòîðàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè (I − Kc)

−1ïðè c > c∗, êîãäà ðÿä (3) ðàñõîäèòñÿ.2. Ñõåìà àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðåçîëüâåíòû ïóòåìñäâèãà ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà c íà c0Ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì ê àíàëèòè÷åñêîìó ïðîäîëæåíèþ ðåçîëüâåíòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðî-åíèå ñïåöèàëüíîé çàìåíû ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà c, ÿâëÿþùåéñÿ êîì�îðíûì îòîá-ðàæåíèåì îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ íà îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (3) [6℄. Ñäâèãïàðàìåòðà c íà c0 ïðèâîäèò ê ìåòîäó ïðîñòûõ èòåðàöèé ðåçîëüâåíòû Rc. Äëÿ ýòîãîðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
{

(∆ + (c − c0))u0 = −g, u0|Γ = ϕ,
(∆ + (c − c0))ui = −c0ui−1 − g, ui|Γ = ϕ, i ≥ 1.

(4)Ïåðåïèøåì (4) â âèäå





(∆ + (c − c0))(u1 − u0) = −c0u0, u1 − u0|Γ = 0,
(∆ + (c − c0))(ui − ui−1) = −c0(ui−1 − ui−2),
ui − ui−1|Γ = 0, i ≥ 2.

(5)Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü ui − ui−1 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ìåòàýëëèïòè÷åñêîìó óðàâ-íåíèþ: 




(∆ + (c − c0))
i+1(ui − ui−1) = (−1)i+1ci

0g,
(∆ + (c − c0))

i(ui − ui−1)|Γ = (−1)ici
0ϕ,

(∆ + (c − c0))
k(ui − ui−1)|Γ = 0, k = 0, . . . , i − 1.

(6)Èç âèäà çàäà÷è (4) ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ äëÿ ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ðåøåíèé ui óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà (1). Ïðè óñëîâèè ||c0(∆ + (c−
c0))

−1|| < 1, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî un =
n∑

i=1

ui − ui−1, íåòðóäíî ïîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòüíîðìû ïðåäåëüíîé �óíêöèè (íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå L∞). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåä-ëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 1. Åñëè ||c0(∆ + (c − c0))
−1|| < 1, òî n∑

i=1

ui − ui−1 → u ïðè n → ∞.3. Àëãîðèòìû �áëóæäàíèÿ ïî ñ�åðàì��àññìàòðèâàåìûå äàëåå îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñâÿ-çàíû ñ òàê íàçûâàåìûì ïðîöåññîì �áëóæäàíèÿ ïî ñ�åðàì� â îáëàñòè D. Â ïðîöåññå�áëóæäàíèÿ ïî ñ�åðàì� î÷åðåäíàÿ òî÷êà Pk+1 âûáèðàåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïîâåðõíîñòè



Ïðîäîëæåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçîëüâåíòû äëÿ êðàåâîé... 91ñ�åðû S(Pk); ïðîöåññ îáðûâàåòñÿ, åñëè òî÷êà ïîïàäàåò â Γε. �àññìîòðèì ìåòàãàðìîíè-÷åñêîå óðàâíåíèå âèäà
{

(∆ + c)i+1v = −g̃,
(∆ + c)kv|Γ = ϕk, k = 0, . . . , i.

(7)Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [4℄.Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííûå âûøå, è c < c∗, òîãäàïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ i-é ñòåïåíè îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñ �óíêöèîíàëüíûìèïàðàìåòðàìè
ϕ =

i∑

k=0

(−1)k(c − c1)
i−k

i!
ϕk, g =

(−1)i

i!
g̃ (8)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7) (ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå c1).Ïðè ýòîì ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ u(i) ñ �óíêöèîíàëüíûìè ïàðàìåòðàìè

g1 = −g
ñi+1
0

i!
, ϕ1 = ϕ

ci+1
0

i!
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6). Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü �óíêöèé

ui − ui−1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìåòàãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6), íà îñíîâàíèè ñëåäó-þùåé òåîðåìû [5℄ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ñìåùåííàÿ îöåíêà ηk �áëóæäàíèÿ ïîñ�åðàì� äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðåçîëüâåíòû.Òåîðåìà 2. Åñëè c < c∗ è ïåðâûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé {u(i)},
i = 1, . . . , n + 1, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â D̄, òî

|u(r) − Eηn| ≤ Cnε, r ∈ D, ε > 0,ãäå
ηn =

n∑
p=0

[
N∑

i=0

{[
i−1∏
j=0

Dj(c)

]
ci+1

0

i!
g(νi, ωi)Di(c)

d2
i
sin(

√
c(di−νi))

6(di−νi)

}(p)

+

+

{[
N−1∏
j=0

Dj(c)

]
c
i+1

0

i!
ϕ(rN)

}(p)]
, Dj(c) =

√
cdj

sin(
√

cdj)
. (9)Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà νi, ðàñïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå (0, di) ñ ïëîòíîñòüþ 6x(1−x/di)d

−2
i ,è åäèíè÷íûé èçîòðîïíûé âåêòîð ωi ìîäåëèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè èçâåñòíûõ �îðìóë [3℄.4. Ñâÿçü àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñ âåðîÿòíîñòíûìïðåäñòàâëåíèåìÈçâåñòíî, ÷òî åñëè �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), òî ïðè âûïîëíåíèè ñ�îð-ìóëèðîâàííûõ âûøå óñëîâèé äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâ-ëåíèå [1℄:

u(r) = E




τ∫

0

es(t;c)g(ξt)dt + es(τ ;c)ϕ(ξτ )


 , s(t; c) =

t∫

0

c(ξt′)dt′, (10)ãäå ξt � íà÷èíàþùèéñÿ â òî÷êå r ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîðó Ëàïëàñà äè��óçèîííûéïðîöåññ; τ � ìîìåíò ïåðâîãî âûõîäà ïðîöåññà èç îáëàñòè D. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå [4℄.



92 Â.Ë. ËóêèíîâËåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííûå âûøå, è c < c∗. Òîãäà
∂iu

∂ci
= u(i) = E




τ∫

0

tiectg(ξt)dt +

i∑

l=0

C l
iτ

i−lecτ ∂l

∂cl
ϕ(ξτ , c)



 . (11)Òàêèì îáðàçîì, èç (6) è (11) ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèè un:
n∑

i=1

ui − ui−1 = Eη̃n = E




τ∫

0

n∑

i=0

(
ci
0

i!
ti
)

e(c−c0)tg(ξt)dt +

n∑

i=0

(
ci
0

i!
τ i

)
e(c−c0)τϕ(ξτ )



 . (12)Ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèì â ï. 2, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîäîë-æåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçîëüâåíòû
u = lim

n→∞
Eη̃n =

∞∑

i=0

E




τ∫

0

ci
0

i!
tie(c−c0)tg(ξt)dt +

ci
0

i!
tie(c−c0)tϕ(ξτ )



 .Ëåììà 3. Åñëè ||c0(∆ + (c − c0))
−1|| < 1, òî Eη̃n → u ïðè n → ∞, ãäå u � ðåøåíèåçàäà÷è (1).5. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÇàäà÷à Äèðèõëå ðåøàëàñü â êóáå 0 ≤ x, y, z ≤ 1 äëÿ óðàâíåíèÿ

∆u + cu = 0,

u|Γ = cos
(
x
√

c/3
)

cos
(
y
√

c/3
)

cos
(
z
√

c/3
)

.Òî÷íîå ðåøåíèå èìååò âèä u(x, y, z; c) = cos
(
x
√

c/3
)

cos
(
y
√

c/3
)

cos
(
z
√

c/3
). Â ïåð-âîì ñëó÷àå ðåøåíèå îöåíèâàëîñü ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé îöåíêè �áëóæäàíèÿ ïî ñ�å-ðàì�

ηε = u(rN , c)
N−1∏

j=0

√
cdj

sin(
√

cdj)
,â òî÷êå r ñ êîîðäèíàòàìè x = y = z = 0, 9 äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé c. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿåäèíè÷íîãî êóáà c∗ = 3π2 ≈ 29.609. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Âî âòîðîìñëó÷àå ðåøåíèå îöåíèâàëîñü íà îñíîâå âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (12). Äëÿ ýòîãî ñèñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ýéëåðà ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ïî âðåìåíè △t ñòàòèñòè÷åñêè ìî-äåëèðîâàëèñü ïðèáëèæåíèÿ ri ê òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξt â ìîìåíòû âðåìåíè

i△t. �åøåíèå íàõîäèëîñü ñ ïîìîùüþ îöåíîê
ζ1 = ecT ϕ(rN), ζ2 =

[
M∑

i=0

ci
0T

i

i!

]
e(c−c0)T ϕ(rN).Çäåñü T � ïðèáëèæåííîå âðåìÿ âûõîäà ïðîöåññà ri íà ãðàíèöó êóáà; rN � ïðèáëèæåí-íàÿ êîîðäèíàòà âûõîäà. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 2.



Ïðîäîëæåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçîëüâåíòû äëÿ êðàåâîé... 93Ò à á ë è ö à 1
c N · 10−6 ε −u(r) −ũ(r) |u(r) − ũ(r)| ±

√
Dηε

N50 16.7 10−4 0.639 280.4 281 ± 567450 1 10−4 0.639 131162 131162 ± 13146435 16.7 10−4 0.993 1.493 0.5 ± 0.26035 16.7 10−2 0.993 0.337 0.656 ± 0.91830 9.8 10−4 0.875 0.899 0.023 ± 0.01820 1 10−4 0.3197 0.3252 0.0055 ± 0.00415 0.4 10−4 0.078 0.0785 0.0004 ± 0.000310 0.24 10−4 0.00038 0.00046 0.00008 ± 0.0002Ò à á ë è ö à 2
c0 c N · 10−6 △t∗ · 102 −u(r) −ũ(r) |u(r) − ũ(r)| ±

√
Dηε
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