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Influence of the interest rates for credits and deposits on variations of the bank’s
capital gains is investigated. Equations determining the optimal interest rates for the
bank’s capital gain maximization at a fixed moment of time have been derived.ÂâåäåíèåÁàíêîì ÿâëÿåòñÿ îðãàíèçàöèÿ, ñîçäàííàÿ äëÿ ïðèâëå÷åíèÿ äåíåæíûõ ñðåäñòâ è ðàç-ìåùåíèÿ èõ íà óñëîâèÿõ âîçâðàòíîñòè, ïëàòíîñòè è ñðî÷íîñòè. Íåñìîòðÿ íà ìíîãîîá-ðàçèå áàíêîâñêèõ îïåðàöèé, âñå èõ ìîæíî îòíåñòè ê îäíîé èç äâóõ ãðóïï: îïåðàöèè,ñâÿçàííûå ñ ïðèâëå÷åíèåì äåíåæíûõ ñðåäñòâ çà îïðåäåëåííóþ ïëàòó (ïðèåì âêëàäîâ,âûïóñê îáëèãàöèé è àêöèé áàíêà è ò. ä.), è îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ ðàçìåùåíèåì ñâî-áîäíûõ äåíåæíûõ ñðåäñòâ (âûäà÷à êðåäèòîâ, ïðèîáðåòåíèå îáëèãàöèé è àêöèé äðóãèõîðãàíèçàöèé è ò. ä.). Ïðè ýòîì íà ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ î ïðîâåäåíèè êîíêðåòíîé îïåðàöèèè íà åå ðåçóëüòàò âëèÿþò ìíîãî÷èñëåííûå �àêòîðû. Îäíàêî ìîæíî ïðèéòè ê âûâîäó,÷òî îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò áàíêó óïðàâëÿòü èçìåíåíèåì ñâîåãîêàïèòàëà, ÿâëÿþòñÿ ïðîöåíòíûå ñòàâêè ïî ïðèíèìàåìûì äåïîçèòàì è âûäàâàåìûì êðå-äèòàì. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê,ìàêñèìèçèðóþùèõ ñðåäíèé êàïèòàë áàíêà, äëÿ ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè èçìåíåíèÿ åãîêàïèòàëà.1. Ìîäåëü èçìåíåíèÿ êàïèòàëàÁóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîòîê äåïîçèòîâ ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ñ èíòåíñèâíîñòüþ

λ(t), äåïîçèòû ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè íåîòðèöàòåëüíû-ìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè x ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì M{x} = a1. Êàæäûé äåïîçèòðàçìåùàåòñÿ íà ñëó÷àéíîå âðåìÿ τ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ b(τ). Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ïðîöåíòû ïî äåïîçèòàì âûïëà÷èâàþòñÿ îäíîâðåìåííî ñ âîçâðàòîì îñíîâíîé ñóììûâêëàäà, ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà îïðåäåëÿåòñÿ â ìîìåíò âíåñåíèÿ äåïîçèòà è îñòàåòñÿ íåèç-ìåííîé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t ïðîèçâîäèòñÿ âîçâðàò äåïîçèòà x(ti),âíåñåííîãî â ìîìåíò âðåìåíè ti, òî âûïëà÷èâàåòñÿ ñóììà [1+u(ti)(t−ti)]x(ti), ãäå u(ti) �ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà â ìîìåíò âðåìåíè ti.
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72 Ê.È. Ëèâøèö, Þ.Â. ÏàíèíàÏîòîê òðåáîâàíèé íà áàíêîâñêèå êðåäèòû ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ñ èíòåíñèâíîñòüþ
µ(t). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàæäîå òàêîå òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ. �àçìåð êðåäèòà îãðàíè-÷åí âåëè÷èíîé β(t)s(t), ãäå s(t) � êàïèòàë áàíêà â ìîìåíò âðåìåíè t è 0 < β(t) ≤ β0 ≤ 1.Ââåäåíèå êîý��èöèåíòà äîñòóïíîñòè β(t) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî áàíê íå ìîæåò äàòü âêðåäèò âñå ñâîè èìåþùèåñÿ â äàííûé ìîìåíò ñðåäñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíÿÿ âåëè-÷èíà âûäàâàåìîãî êðåäèòà

k(βs) =

βs
∫

0

xp(x)dx+ βs

∞
∫

βs

p(x)dx, (1)ãäå p(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çàïðàøèâàåìûõ êðåäèòîâ. Ïðè β ≪ 1 ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî k(βs) ∼ βs. Îáû÷íî ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè ðåøàþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûåñî ñáûòîì îäíîðîäíîãî òîâàðà [1, 2℄. Êàæäûé êðåäèò âûäàåòñÿ íà ñëó÷àéíîå âðåìÿ τñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ c(τ). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñàì êðåäèò è ïðîöåíòû ïî êðåäèòóâîçâðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî. Êàê è â ñëó÷àå ñ äåïîçèòàìè, ïðîöåíòíûå ñòàâêè íå ìåíÿ-þòñÿ ñî âðåìåíåì äëÿ îïðåäåëåííîãî êðåäèòà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè
t ïðîèçâîäèòñÿ âîçâðàò êðåäèòà x(ti), âûäàííîãî â ìîìåíò âðåìåíè ti, òî âîçâðàùàåòñÿñóììà [1 + v(ti)(t − ti)]x(ti), ãäå v(ti) � ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà çà ïîëüçîâàíèå êðåäèòîì âìîìåíò âðåìåíè ti.�àññìîòðèì ñðåäíåå èçìåíåíèå êàïèòàëà áàíêà s(t). Ïóñòü âíà÷àëå èçìåíåíèå êàïè-òàëà áàíêà ïðîèñõîäèò òîëüêî çà ñ÷åò äâèæåíèÿ äåïîçèòîâ. Òîãäà ïðè ïðèíÿòîé ìîäåëè

s(t+ ∆t) = s(t) + λ(t)a1∆t− I(t) + o(∆t),ãäå I(t) � ñðåäíÿÿ âûïëàòà çà âðåìÿ ∆t.Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî äî ìîìåíòà âðåìåíè t áûëî âíåñåíî n äåïîçèòîââ ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, . . . , tn è íà èíòåðâàëå (t, t+ ∆t) âîçâðàùàåòñÿ õîòÿ áû îäèíäåïîçèò. Íàñòóïëåíèå òàêîãî ñîáûòèÿ âîçìîæíî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ.1. Âîçâðàùàåòñÿ äåïîçèò, âíåñåííûé â ìîìåíò âðåìåíè ti, à äðóãèå äåïîçèòû íåâîçâðàùàþòñÿ. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ
P (A|ti) = [b(t− ti)∆t+ o(∆t)]

∏

j 6=i

[1 − b(t− ti)∆t+ o(∆t)] = b(t− ti)∆t+ o(∆t).2. Íà èíòåðâàëå (t, t + ∆t) âîçâðàùàåòñÿ áîëåå îäíîãî äåïîçèòà. Âåðîÿòíîñòü ýòîãîñîáûòèÿ ðàâíà o(∆t).Ïóñòü P (n, ti) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà îòðåçêå [0, t] ïîñòóïèëî n äåïîçèòîâ è i-éäåïîçèò ïîñòóïèë íà èíòåðâàëå (ti, ti + dti). Òàê êàê ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ äåïîçèòîâîáðàçóþò íåñòàöèîíàðíûé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê, òî
P (n, ti) =

Λi−1(ti, 0)

(i− 1)!
e−Λ(ti,0)

Λn−i(t− ti, ti)

(n− i)!
e−Λ(t−ti,0)λ(ti)dti,ãäå

Λ(τ, t) =

τ
∫

0

λ(t+ u)du.



Óïðàâëåíèå êàïèòàëîì áàíêà ïóòåì èçìåíåíèÿ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê 73Ïîýòîìó ñðåäíÿÿ âûïëàòà ïî äåïîçèòàì íà èíòåðâàëå (t, t + ∆t) ïðè �èêñèðîâàííîéðåàëèçàöèè x(t) áóäåò ðàâíà
I(t|x) =

∞
∑

n=1

n
∑

i=1

t
∫

0

[1 + u(ti)(t− ti)]x(ti)P (A|ti)P (n, ti) =

=

t
∫

0

[1 + u(z)(t− z)]x(z)λ(z)b(t − z)dz∆t.Ó÷èòûâàÿ, ÷òîM{x(z)} = a1, è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆t→ 0, ïîëó÷èì, ÷òî èçìåíåíèåñðåäíåãî äåïîçèòíîãî êàïèòàëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
ds(t)

dt
= λ(t)a1 −

t
∫

0

[1 + u(z)(t− z)]λ(z)b(t − z)dza1. (2)Ïóñòü òåïåðü êàïèòàë èçìåíÿåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò âûäà÷è è âîçâðàòà êðåäèòîâ. Òîãäàèçìåíåíèå ñðåäíåãî êàïèòàëà çà âðåìÿ ∆t îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
s(t+ ∆t) = s(t) − µ(t)k1(β(t)s(t))∆t+ I(t),ãäå I(t) � ñðåäíèé âîçâðàò êàïèòàëà çà âðåìÿ ∆t è k1(β(t)s(t)) = M{k(β(t)s(t))}. Òå æåðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè ðàññìîòðåíèè äåïîçèòîâ, ïîêàçûâàþò, ÷òî èçìåíåíèå ñðåäíåãîêàïèòàëà çà ñ÷åò êðåäèòîâ èìååò âèä

ds(t)

dt
= −µ(t)k1(β(t)s(t)) +

t
∫

0

[1 + v(z)(t− z)]k1(β(z)s(z))µ(z)c(t− z)dz. (3)Èç (2) è (3) âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî îáùåå èçìåíåíèå ñðåäíåãî êàïèòàëà áàíêà áóäåò îïè-ñûâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì
ds(t)

dt
= −µ(t)k1(β(t)s(t)) +

t
∫

0

[1 + v(z)(t− z)]µ(z)k1(β(z)s(z))c(t− z)dz +

+λ(t)a1 −

t
∫

0

[1 + u(z)(t− z)]λ(z)b(t − z)dza1. (4)Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k1(β(t)s(t)) = β(t)s(t). Êàê ñëåäóåò èç (4), ñêîðîñòüèçìåíåíèÿ ñðåäíåãî êàïèòàëà s(t) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïðîöåíòíûõ ñòàâîê u(t), v(t),êîý��èöèåíòà β(t) è èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ äåïîçèòîâ λ(t) è êðåäèòîâ µ(t), êîòîðûåâ ñâîþ î÷åðåäü äîëæíû çàâèñåòü îò ïðîöåíòíûõ ñòàâîê. Ïóñòü
µ(t) =

{

µ0(v(t)), v ≤ vm,

0, v > vm,
(5)ãäå µ0(t) � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, òàê êàê ïðè óâåëè÷åíèè ïðîöåíòíîé ñòàâêèáîëüøå íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ vm êðåäèòû ñòàíîâÿòñÿ äëÿ ïîòðåáèòåëÿ íåâûãîäíûìè.Àíàëîãè÷íî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

λ(t) =

{

λ0(u(t)), u ≤ um,

λ0, u > um,
(6)



74 Ê.È. Ëèâøèö, Þ.Â. Ïàíèíàãäå λ0(t) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ, òàê êàê óâåëè÷åíèå äîõîäíîñòè äåïîçè-òîâ âûøå íåêîòîðîãî óðîâíÿ óæå íå ìîæåò óâåëè÷èòü èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà õîòÿ áûèç-çà îãðàíè÷åííîñòè ñâîáîäíîé äåíåæíîé ìàññû.2. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ ïðîöåíòíûõ ñòàâîêÏðåäïîëîæèì, ÷òî öåëü áàíêà ñîñòîèò â âûáîðå òàêèõ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê u(t), v(t) èêîý��èöèåíòà β(t), êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò êàïèòàë áàíêà s(t) â íåêîòîðûé çàäàííûéìîìåíò âðåìåíè T :
s(t) = max . (7)Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [3℄ ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è áóäåò ñî-ñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ �àìèëüòîíà äëÿ íàøåéçàäà÷è èìååò âèä
H(s, β, u, v) = [λ(t)a1 − µ(t)β(t)s(t)]ψ(t) +

+

T
∫

t

ψ(y)[(1 + v(t)(y − t))c(y − t)µ(t)β(t)s(t) − (1 + u(t)(y − t))a1λ(t)b(y − t)]dy. (8)Çäåñü ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ ψ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
dψ

dt
= −

∂H

∂s
= µ(t)β(t)φ(t), (9)ãäå

φ(t) = ψ(t) −

T
∫

t

ψ(y)[1 + v(t)(y − t)]c(y − t)dy (10)ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ψ(T ) = 0. Îïòèìàëüíûå ïðîöåíòíûå ñòàâêè ïî êðåäèòàì è äå-ïîçèòàì îïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
u(t) =

{

u0(t), u0(t) ≤ um,

um, u0(t) > um;
(11)

v(t) =

{

v0(t), v0(t) ≤ vm,

vm, v0(t) > vm,
(12)ãäå u0(t), v0(t), à òàêæå êîý��èöèåíò äîñòóïíîñòè β(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ

H(s, β, u, v) = max,êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé
λ

′

u(t)[ψ(t) −

T
∫

t

ψ(y)[1 + u(t)(y − t)]b(y − t)dy] − λ(t)

T
∫

t

ψ(y)(y − t)b(y − t)dy = 0; (13)
µ

′

v(t)[−ψ(t) +

T
∫

t

ψ(y)[1 + v(t)(y − t)]c(y − t)dy] + µ(t)

T
∫

t

ψ(y)(y − t)c(y − t)dy = 0; (14)
β(t) =

{

β0, φ(t) < 0,
0, φ(t) > 0.

(15)



Óïðàâëåíèå êàïèòàëîì áàíêà ïóòåì èçìåíåíèÿ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê 75Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óïðàâëåíèå β(t) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåêëþ÷åíèÿ t∗, êî-òîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
−1 +

T−t
∫

0

(1 + vmy)c(y)dy = 0. (16)Ñìûñë óñëîâèÿ (16) î÷åâèäåí. Ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (16) äàåò ïðèáûëü çà âðåìÿ
T−t îò åäèíèöû ñðåäñòâ, âëîæåííûõ â êðåäèòû â ìîìåíò t. Ïðè t > t∗ âëîæåíèå ñðåäñòââ êðåäèòû íå ïðèíîñèò ïðèáûëè.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ äåïîçèòîâ èêðåäèòîâ ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä

λ(t) =

{

λ0[1 − e−u(t)], u ≤ um,

λ0[1 − e−um ], u > um;
(17)

µ(t) =

{

µ0[1 − v(t)
vm

], v ≤ vm,

0, v > vm.
(18)

�èñ. 1. Îïòèìàëüíàÿ ñòàâêà ïî äåïîçèòàì u(t)

�èñ. 2. Îïòèìàëüíàÿ ñòàâêà ïî êðåäèòàì v(t)

�èñ. 3. Îïòèìàëüíûé êîý��èöèåíò äîñòóïíîñòè β(t)



76 Ê.È. Ëèâøèö, Þ.Â. ÏàíèíàÏëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè, íà êîòîðîå ðàçìåùàþòñÿ äåïîçèòû è âûäàþòñÿêðåäèòû, ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:
b(t) = θ2te−θt, c(t) = η2te−ηt. (19)�ðà�èêè çàâèñèìîñòåé u(t), v(t), β(t) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1�3 äëÿ ñëåäóþùèõ çíà-÷åíèé ïàðàìåòðîâ: um = 1.37 · 10−3, vm = 2.74 · 10−3, T = 1000, β0 = 0.0001, µ0 = 20,

θ = 0.01, η = 0.008.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �îðñêèé À.À., Êîëïàêîâà È.�., Ëîêøèí Á.ß. Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ïðîèç-âîäñòâà, õðàíåíèÿ è ñáûòà òîâàðà ïîâñåäíåâíîãî ñïðîñà // Èçâ. �ÀÍ. Òåîðèÿ è ñèñòåìûóïðàâëåíèÿ. 1998. � 1. Ñ. 144�148.[2℄ Ëàíêàñòåð Ê. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà. Ì.: Ñîâ. ðàäèî, 1972.[3℄ �îéòåíáåðã ß.Í. Àâòîìàòè÷åñêîå óïðàâëåíèå. Ì.: Íàóêà, 1978.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 ìàðòà 2008 ã.


