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Î ñòîõàñòè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõäèíàìèêè ïðîöåíòíûõ ñòàâîê�.À. ÌåäâåäåâÁåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñüe-mail: MedvedevGA�bsu.byFor pro
esses of the interest rates both marginal and joint probability distributionsare found. It appears that these distributions belong to a 
lass of the mixed distributions.And at the �xed values of a mixing random variable, the sample values of pro
esses areindependently distributed. Some results on these problems are formulated.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ïðîöåíòíûõ ñòàâîê r(t), êîòîðûåäîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ñî ñòàöèîíàðíûì ìàòåìàòè÷åñêèìîæèäàíèåì E[r(t)] = E è ñòàöèîíàðíîé äèñïåðñèåé Var[r(t)] = V . Â êëàññè÷åñêîì àíà-ëèçå îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà äîõîäíîñòè �èíàíñîâûõ àêòèâîâèìååò íîðìàëüíîå èëè ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ îäíîðîäíûìè ïîâðåìåíè íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è ñòàöèîíàðíûìè ïàðàìåòðàìè.Íàèáîëåå èçâåñòíîé ìîäåëüþ äèíàìèêè òàêîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè r(t) ÿâëÿåòñÿ ìî-äåëü Âàñè÷åêà [1℄ (ìîäåëü ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì), êîãäà ïðîöåññ r(t) ïîðîæäà-åòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

dr(t) = k(E − r(t))dt +
√

2kV dW (t).Ñìûñë ïàðàìåòðà k ðàçúÿñíÿåòñÿ íèæå, à dW (t) � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.Îäíàêî âûáîðî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ñîîòâåòñòâóþùèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ îêàçûâàþò-ñÿ ÷àñòî íåñîâìåñòèìûìè ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîöåññà r(t) òàêîé ìîäåëè. Îäíî èçâàæíûõ îòëè÷èé � òî, ÷òî ýìïèðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ èçìåíåíèÿ ïðîöåíòíîé ñòàâêè÷àñòî â áîëüøåé ñòåïåíè �îñòðîâåðøèííûå�, àñèììåòðè÷íûå è èìåþò òÿæåëûå ïðà-âûå õâîñòû, ÷òî íåñîâìåñòèìî ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Êðîìå òîãî, ðûíî÷íàÿïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ïîëîæèòåëüíàÿ, à íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëåíî íà âñåé÷èñëîâîé îñè. Óñòðàíèòü ýòè íåñîîòâåòñòâèÿ ïûòàëèñü äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.Ïåðâûé õîòÿ è ïðåäïîëàãàë íåçàâèñèìûå ïðèðàùåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ ñòàöèîíàð-íîñòè, íî çàìåíÿë ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîñòè áîëåå îáùèì ïðåäïîëîæåíèåì î ðàñ-ïðåäåëåíèÿõ, óñòîé÷èâûõ â ñìûñëå Ïàðåòî � Ëåâè. Õîòÿ íåãàóññîâû ÷ëåíû óñòîé÷èâîãîñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé àïïðîêñèìèðóþò õâîñòû ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ëó÷øå,÷åì íîðìàëüíîå, ýìïèðè÷åñêîå ïîäòâåðæäåíèå ïîêà åùå ñëàáîå, ÷òîáû îáîñíîâàòü ïðè-íÿòèå óñòîé÷èâîñòè Ïàðåòî îòíîñèòåëüíî êàêîãî-ëèáî îñòðîâåðøèííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Ïîìèìî ýòîãî, ñâîéñòâî áåñêîíå÷íîñòè äèñïåðñèè íåãàóññîâûõ óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëå-íèé ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî áîëüøèíñòâî íàøèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êîòîðûå îñíîâàíûíà êîíå÷íîñòè ìîìåíòîâ (íàïðèìåð, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ), áåñïîëåçíî. �èïî-òåçà óñòîé÷èâîñòè Ïàðåòî òàêæå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî äàæå ïåðâûé ìîìåíò èçìåíåíèÿ
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78 �.À. Ìåäâåäåâöåí íå ñóùåñòâóåò. Îòñóòñòâèå òåîðèè äåëàåò ðàçðàáîòêó òðåáîâàíèé ê ðàññìàòðèâà-åìîé ìîäåëè ïðè ãèïîòåçå óñòîé÷èâîñòè ïî Ïàðåòî äîâîëüíî ñëîæíîé. Çíà÷èòåëüíûåòåîðåòè÷åñêèå è ýìïèðè÷åñêèå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ãèïîòåçîé óñòîé÷èâîñòè Ïàðåòî,ïîáóæäàþò ðàññìàòðèâàòü äðóãèå ïðîöåññû ñ êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè, ÷üè ðàñïðåäåëå-íèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâûìè. Êðîìå òîãî, îáøèðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëèòåðàòóðà ïîðàñïðåäåëåíèÿì ýòèõ ïðîöåññîâ è ñâîéñòâàì êîíå÷íîñòè ìîìåíòîâ äåëàåò ðåàëèçàöèþïðîâåðêè ãèïîòåç çíà÷èòåëüíî ïðîùå äëÿ òàêèõ ïðîöåññîâ, ÷åì äëÿ óñòîé÷èâûõ ïðî-öåññîâ Ïàðåòî � Ëåâè.Îñîáåííîñòü ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìèêè ïðîöåíòíûõ ñòàâîê ñîñòîèò â òîì,÷òî êðîìå ïðî÷åãî îíè äîëæíû ïîðîæäàòü íåîòðèöàòåëüíûå ïðîöåññû. Ìîäåëü Áëý-êà � Êàðàñèíñêîãî [2℄ (ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíàÿ ìîäåëü), êîãäà ïðîöåíòíàÿ ñòàâêàïîðîæäàåòñÿ äè��óçèîííûì ïðîöåññîì
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dW (t),ãåíåðèðóåò íåîòðèöàòåëüíûé ïðîöåññ ñ íåñêîëüêî áîëåå îñòðîâåðøèííîé ïëîòíîñòüþ âå-ðîÿòíîñòåé, ÷åì íîðìàëüíàÿ. Îäíàêî ïðàâûé õâîñò ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîé ïëîò-íîñòè íåäîñòàòî÷íî òÿæåëûé äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ðûíî÷íûõ ñòàâîê (îíà ÷àùå èñ-ïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ öåí àêöèé).Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàèáîëåå èçâåñòíûìè ìîäåëÿìè ïðîöåññîâ ïðîöåíòíûõ ñòà-âîê ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ Áåññåëÿ. Ïðèâåäåìäâå èç íèõ:ìîäåëü Êîêñà � Èíãåðñîëëà � �îññà (ìîäåëü CIR) [3℄
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dW (t); (1)ìîäåëü Àíà � �àî (ìîäåëü AG) [4℄

dr(t) = k

(

E +
V

E
− r(t)

)

r(t)dt +

√
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dW (t). (2)Çäåñü ïðîöåññ r(t) ìîäåëèðóåò äèíàìèêó ïðîöåíòíîé ñòàâêè; dW (t) � ñòàíäàðòíûé âè-íåðîâñêèé ïðîöåññ, à ïàðàìåòðû óðàâíåíèé (1) è (2) èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë: E �ñòàöèîíàðíîå ñðåäíåå è V � ñòàöèîíàðíàÿ äèñïåðñèÿ ïðîöåññà r(t), à ïîëîæèòåëüíûéïàðàìåòð k îïðåäåëÿåò êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà ïðîöåññà r(t) â îáîèõ ñëó÷àÿõ òà-êèì îáðàçîì, ÷òî êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè ρ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí r(t) è r(t + τ) ðàâåí

ρ = exp(−k|τ |) äëÿ ïðîöåññà, îïðåäåëÿåìîãî óðàâíåíèåì (1), è ρ = exp(−k(E +V/E)|τ |)äëÿ ïðîöåññà, îïðåäåëÿåìîãî óðàâíåíèåì (2). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: g(x|q, c) ≡
cqxq−1

Γ(q)
e−cx � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì �îðìû q èïàðàìåòðîì ìàñøòàáà c, x ≥ 0; åñëè X ∼ g(x|q, c), òî E[X] = q/c, Var[X] = q/c2;

p(j|λ) ≡ λje−λ/j! � ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñ ïàðàìåòðîì λ > 0,
j = 0, 1, 2, . . . ; åñëè J ∼ p(j|λ), òî E[J ] = Var[J ] = λ; b(j|q, b) ≡ Γ(q + j)

j!Γ(q)
bj(1 − b)q � îò-ðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñ ïàðàìåòðàìè q > 0, b ∈ (0, 1),

j = 0, 1, 2, . . . ; åñëè J ∼ b(j|q, b), òî E[J ] = qb/(1 − b), Var[J ] = qb/(1 − b)2; h(x|q, c) ≡



Î ñòîõàñòè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ äèíàìèêè ïðîöåíòíûõ ñòàâîê 79
cq+1

Γ(q + 1)xq+2
e−c/x � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ x ≥ 0 ñ ïàðàìåòðàìè q è c, òàêèìè, ÷òîïðè X ∼ h(x|q, c), E[X] = c/q, Var[X] = c2/(q − 1)q2. Íèæå äëÿ êðàòêîñòè ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû è èõ âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ îäèíàêîâûìè ñèìâîëàìè.Ó ò â å ðæä å íè å 1. Ìàðãèíàëüíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññîâ (1) è (2) îïðå-äåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî �óíêöèÿìè g(x|q, c) è h(x|q, c), ïðè÷åì ïàðàìåòðû ýòèõ ïëîò-íîñòåé âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì c = E/V , q = E2/V äëÿ ïëîòíîñòè g è c = E(1 +

E2/V ), q = 1 + E2/V äëÿ ïëîòíîñòè h.Óðàâíåíèÿ (1) è (2) ïîðîæäàþò ïðîöåññû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè, ïðè÷åì,êàê ìû óâèäèì íèæå, ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà (2) îáëàäàåò áîëåå òÿæåëûì ïðàâûìõâîñòîì, ÷åì ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà (1). Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî áîëåå ïðè-âëåêàòåëüíî, ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìèêè ïîêàçàòåëåé�èíàíñîâîãî ðûíêà îáû÷íî êðèòèêóþò çà òî, ÷òî îíè èìåþò ïðàâûå õâîñòû ðàñïðåäå-ëåíèé, ñïàäàþùèå áûñòðåå, ÷åì õâîñòû îöåíîê ïëîòíîñòåé ïî ðåàëüíûì �èíàíñîâûìïîêàçàòåëÿì. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïëîòíîñòåé g(r) è h(r) ìîæíî ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþîòíîøåíèÿ ýòèõ ïëîòíîñòåé äëÿ îäèíàêîâûõ ñòàöèîíàðíûõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
E è äèñïåðñèè V :
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.Ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ñî ñëåäóþùèìè îñîáåííîñòÿìè:
lim
r→0

h(r)

g(r)
= 0, lim

r→∞

h(r)

g(r)
= ∞.Èìååòñÿ äâà ýêñòðåìóìà: ìàêñèìóì â òî÷êå rmax =

E

1 + 1/
√

1 + E2/V
< E è ìèíè-ìóì â òî÷êå rmin =

E

1 − 1/
√

1 + E2/V
> E. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà èíòåðâàëàõ (0, rmax)è (rmin,∞) îòíîøåíèå âîçðàñòàåò, à íà èíòåðâàëå (rmax, rmin) îíî óáûâàåò. Òàê ÷òî óïëîòíîñòè g(r) òÿæåëåå ëåâûé õâîñò, à ïðàâûé õâîñò òÿæåëåå ó ïëîòíîñòè h(r). Êðîìåòîãî, ïðè r = E èìååì h(E)/g(E) = (1 + V/E2)(1+E2/V )/e. Ïîýòîìó h(E)/g(E) ≈ 1 ïðè

E2/V ≫ 1, ÷òî îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå. Íàïðèìåð, äëÿ òèïè÷íûõ ðûíî÷íûõçíà÷åíèé ñðåäíåé ãîäîâîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè äîõîäíîñòè è åå äèñïåðñèè äëÿ êðàòêî-ñðî÷íûõ (îäèí ìåñÿö) öåííûõ áóìàã Êàçíà÷åéñòâà ÑØÀ â 1991�1998 ãã. áûëî E = 0.08,
V = 0.0016, E2/V = 4. Òàê ÷òî �óíêöèè g(r) è h(r) ïåðåñåêàþòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè
r = E.Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Íà÷àëüíûå ìîìåíòû ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññîâ (1)è (2) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:äëÿ ïðîöåññà (1)
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80 �.À. ÌåäâåäåâÒàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîöåññà (1) ñóùåñòâóþò ìîìåíòû ëþáîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî äëÿïðîöåññà (2) ýòî íå òàê: ìîìåíò ïîðÿäêà k ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ k < 2 + E2/V . Ýòîãîìîæíî áûëî îæèäàòü, ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññà (2) èìååò òÿæåëûéïðàâûé õâîñò. Çàìåòèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ïðîöåññà (2) ñó-ùåñòâóþò ãàðàíòèðîâàííî. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî îòíîøåíèå E2/V äîñòàòî÷íî âåëèêî,òàê ÷òî, êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâóþò êàê òðåòüè, òàê è ÷åòâåðòûå ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ
h(r). Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç àñèììåòðèè è ýêñöåññà ïðî-öåññîâ, ìîäåëèðóþùèõ äèíàìèêó ïðîöåíòíîé ñòàâêè. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè:
a = E2/V , ω = 1+1/a. Òîãäà àñèììåòðèÿ è ýêñöåññ äëÿ ðàññìîòðåííûõ ïðîöåññîâ âûðà-æàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íîðìàëüíûé � 0 è 3; ãàììà-ïðîöåññ � 2/

√
a è 3/(1+2/a);ìîäåëü AG � 4

√
a/(a − 1) è 3(a2 + 7a)/(a2 − 3a + 2); ëîãíîðìàëüíûé � (3 + 1/a)/

√
a è

ω4 + 2ω3 + 3ω2 − 3. Èç âû÷èñëåíèé ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿìîäåëè AG ïðè îäèíàêîâûõ ñðåäíåì è äèñïåðñèè îáëàäàåò íàèáîëüøåé àñèììåòðèåé èíàèáîëüøèì ýêñöåññîì. Òàêèì îáðàçîì, ýòà ìîäåëü îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå ïîäõîäÿùåéäëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ èçìåíåíèÿ �èíàíñîâûõ ðûíî÷íûõ ïîêàçàòåëåé. Èíòå-ðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ a = E2/V ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé âñåõìîäåëåé ïðèáëèæàþòñÿ ê íîðìàëüíîé. Âìåñòå ñ òåì ñàìà íîðìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðèýòîì ïðèáëèæàåòñÿ ê äåëüòà-�óíêöèè.Ó ò â å ðæä å íè å 2. Óñëîâíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé f(r, t|R, s), ãäå îáîçíà÷åíî
r = r(t), R = r(s), s < t, îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé:äëÿ ïðîöåññà (1)

f(r, t|R, s) =
∞

∑

j=0

[

uj

j!

]

e−u cq+jrq+j−1

Γ(q + j)
e−cr =

∞
∑

j=0

p(j|u)g(r|q + j, c), r ≥ 0, (3)ãäå u =
ρER

V (1 − ρ)
, c =

E

V (1 − ρ)
, q =

E2

V
, ρ = exp [−k(t − s)];äëÿ ïðîöåññà (2)

f(r, t|R, s) =
∞

∑

j=0

[

uj

j!

]

e−u cq+j+1r−q−j−2

Γ(q + j + 1)
e−c/r =

∞
∑

j=0

p(j|u)h(r|q + j, c), r ≥ 0, (4)ãäå u =
ρE(1 + E2/V )

R(1 − ρ)
, c =

E(1 + E2/V )

(1 − ρ)
, q = 1 +

E2

V
, ρ = exp

[

−k

(

E +
V

E

)

(t − s)

].Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé 1 è 2 îñíîâûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ Ôåëëåðà [5℄, êîòî-ðûé ðàññìîòðåë ïðîáëåìó ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-ñòåé äè��óçèîííîãî ïðîöåññà (1), à òàêæå ïîëó÷èë è èññëåäîâàë õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ�óíêöèþ ýòîãî ïðîöåññà. Â ÷àñòíîñòè, îí ïîêàçàë, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñòðîãîéïîëîæèòåëüíîñòè ïðîöåññà (1) (äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî íóëåâîé óðîâåíü ïðîöåññà r(t)íåäîñòèæèì ñâåðõó ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà) ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî E2/V > 1. Î÷åâèä-íî, ÷òî ýòî òåì áîëåå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîöåññà (2). Âèä ïëîòíîñòåé (3) è (4) ìîæíîïðîêîììåíòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà r(t) ïðè�èêñèðîâàííîì r(s) = R ñ ïóàññîíîâñêèìè âåðîÿòíîñòÿìè ð(j|u) èìååò ñîîòâåòñòâóþ-ùóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñ ïàðàìåòðîì q + j. Ïðè÷åì ïóàññîíîâñêèé ïàðàìåòð uçàâèñèò îò �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ r(s) = R. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïëîòíîñòè f(r, t|R, s) �ýòî ñìåñè, â êîòîðûõ ñìåøèâàþùàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ïóàññîíîâñêàÿ.



Î ñòîõàñòè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ äèíàìèêè ïðîöåíòíûõ ñòàâîê 81Óò â å ðæä å íè å 3. Ñîâìåñòíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé f(r, t; R, s) äëÿ r = r(t),
R = r(s), s < t, îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé:äëÿ ïðîöåññà (1)

f(r, t; R, s) =

∞
∑

j=0

b(j|q, ρ)g(r|q + j, c)g(R|q + j, c); (5)äëÿ ïðîöåññà (2)
f(r, t; R, s) =

∞
∑

j=0

b(j|q, ρ)h(r|q + j, c)h(R|q + j, c). (6)Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ q, c, ρ â �îðìóëàõ (5) è (6) îïðåäåëåíû òàê æå, êàê â óòâåðæäå-íèè 2.Òàêèì îáðàçîì, ñîâìåñòíûå ïëîòíîñòè � ñìåøàííûå, êàê è óñëîâíûå ïëîòíîñòè,òîëüêî ñìåøèâàþùàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çäåñü èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîåðàñïðåäåëåíèå. Êðîìå òîãî, îñîáåííîñòüþ ïëîòíîñòåé (5) è (6) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè�èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ñìåøèâàþùåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû J âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿïðîöåññà r(t) è r(s) â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ïî-ñêîëüêó äëÿ âñÿêîãî �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ J = j ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âûðà-æàåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïëîòíîñòåé. Òàê ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå ñìåøèâàþùàÿñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �ðåãóëèðóåò� çàâèñèìîñòü ìåæäó âûáîðî÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïðî-öåññà. Òàêàÿ ñòðóêòóðà ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé óäîáíà ïðè àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ,êàñàþùèõñÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé îò ðàçëè÷íûõ �óíêöèé ñëó÷àéíûõïðîöåññîâ (1) è (2). Ïîñêîëüêó ïðîöåññû (1) è (2) ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè, ñ èñïîëüçîâà-íèåì óòâåðæäåíèé 1�3 äëÿ îáîèõ ïðîöåññîâ ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èòü ñîâìåñò-íûå ïëîòíîñòè áîëüøåé ðàçìåðíîñòè òàê, êàê ýòî ñäåëàíî ðàíåå äëÿ ìîäåëè CIR [6℄.Äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t1 < t2 < t3 < t4 îáîçíà÷èì r(ti) ≡ ri, i = 1, 2, 3, 4, à òàê-æå ρil = exp

[

−k

(

E +
V

E

)

(t − s)

], cil ≡ c0

1 − ρil

, i > l, i, l = 1, 2, 3, 4, ui ≡ c0ρi+1,iri

1 − ρi+1,i

,
i = 1, 2, 3. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ âñÿêèõ j > i > l èìååò ìåñòîðàâåíñòâî ρjiρil = ρjl.Ó ò â å ðæä å íè å 4. Òðåõìåðíàÿ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé f(r1, r2, r3) çíà-÷åíèé ïðîöåññà (2) èìååò ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ri ≥ 0, i = 1, 2, 3:

f(r1, r2, r3) =

∞
∑

j=0

∞
∑

k=0

b(j, k|q, α, β)×

× h(r1|q + j, c21)h(r2|q + j + k, c32 + c21 − c0)h(r3|q + k, c32), (7)ãäå b(j, k|q, α, β) =
Γ(j + k + q)

j!k!Γ(q)
αjβk(1−α−β)q � äâóìåðíîå îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëü-íîå ðàñïðåäåëåíèå,

0 < α =
ρ21(1 − ρ32)

1 − ρ32ρ21
=

ρ21 − ρ31

1 − ρ31
< 1, 0 < β =

ρ32(1 − ρ21)

1 − ρ32ρ21
=

ρ32 − ρ31

1 − ρ31
< 1.Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäñòàâëåíèÿ (7) âèäíî, ÷òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü òðåõ çíà-÷åíèé r(t1), r(t2), r(t3) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (2) ÿâëÿåòñÿ ñìåñüþ ïëîòíîñòåé, ïðè÷åì



82 �.À. Ìåäâåäåâñìåøèâàþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí çäåñü óæå äâå � J è K è îíè ïîä÷èíÿþòñÿ äâóõ-ìåðíîìó îòðèöàòåëüíîìó áèíîìèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé ñ ïàðàìåòðàìè,çàâèñÿùèìè òîëüêî îò êîý��èöèåíòîâ êîððåëÿöèè ρil.Òàêèì îáðàçîì, ïî ñóùåñòâó íàìè äîêàçàíîÑë å ä ñ ò â è å 2. Ñìåøèâàþùèìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè òðåõìåðíîé ñîâìåñòíîéïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé çíà÷åíèé ïðîöåññà (2) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû J è K,èìåþùèå äâóõìåðíîå îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
Γ(j + k + q)

j!k!Γ(q)
αjβk(1 − α − β)q, 0 ≤ j ≤ ∞, 0 ≤ k ≤ ∞, (8)ñ ïàðàìåòðàìè

0 < α =
ρ21(1 − ρ32)

1 − ρ32ρ21
=

ρ21 − ρ31

1 − ρ31
< 1, 0 < β =

ρ32(1 − ρ21)

1 − ρ32ρ21
=

ρ32 − ρ31

1 − ρ31
< 1,êîòîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò êîððåëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (2). Íåïî-ñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñìåøèâàþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû J è Kèìåþò ñëåäóþùèå ïåðâûå è âòîðûå ìîìåíòû:

E[J ] =
qρ21

1 − ρ21

, E[K] =
qρ32

1 − ρ32

, Var[J ] =
qρ21

(1 − ρ21)2
, Var[K] =

qρ32

(1 − ρ32)2
,

Cov[J, K] =
qρ32ρ21

(1 − ρ21)(1 − ρ32)
, Corr[J, K] =

√
ρ32ρ21 =

√
ρ31.Çäåñü ÷åðåç Corr[J, K] îáîçíà÷åí êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí J è K.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Vasi
ek O. An equilibrium 
hara
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ture // J. of Finan
ial E
onomi
s.1977. Vîl. 5. P. 177�188.[2℄ Bla
k F., Karasinski P. Bond and options pri
ing when short rates are lognormal //Finan
ial Analysts J. 1991. Vîl. 47. P. 52�59.[3℄ Cox J.C., Ingersoll J.E., Ross S.A. A theory of the term stru
ture of interest rate //E
onometri
a. 1985. Vîl. 53. P. 385�467.[4℄ Ahn D.H., Gao B. A parametri
 nonlinear model of term stru
ture dynami
s // The Reviewof Finan
ial Studies. 1999. Vol. 12, N 4. P. 721�762.[5℄ Feller W. Two singular di�usion problems // Annals of Mathemati
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