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asual environment.Analyti
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 average 
hara
teristi
s ofthe 
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ommuni
ation networks.Âîïðîñû ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñåòåé ñâÿçè íå ìîãóò áûòü ðåøåíû áåç ó÷å-òà âëèÿíèÿ íà �óíêöèîíèðîâàíèå ñåòåé íåêîíòðîëèðóåìûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé èëèñëó÷àéíîé ñðåäû. Îäíèì èç èíñòðóìåíòîâ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåäà÷è äàííûõ â ñåòÿõÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Èññëåäîâàíèÿ òàêîãî ðîäà ïîçâîëÿþò îöåíèòüïàðàìåòðû �óíêöèîíèðîâàíèÿ äåéñòâóþùèõ ñåòåé ñâÿçè è âûðàáîòàòü ðåêîìåíäàöèèïî ñîçäàíèþ íîâûõ, áîëåå ïðîèçâîäèòåëüíûõ ñåòåé ïåðåäà÷è äàííûõ.�àññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñåòè ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà ñ îïîâåùåíèåìî êîí�ëèêòå â âèäå îäíîëèíåéíîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ), íà âõîäêîòîðîé ïîñòóïàþò çàÿâêè îò êîíå÷íîãî ÷èñëà N àáîíåíòñêèõ ñòàíöèé. Âðåìÿ ãåíåðè-ðîâàíèÿ çàÿâêè îò îäíîé ñòàíöèè èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì

λ/N . Ñóììàðíûé ïîòîê òðåáîâàíèé îò âñåõ àáîíåíòñêèõ ñòàíöèé ïîñòóïàåò íà îáñëó-æèâàíèå. Ïðèáîð ýòîé ÑÌÎ ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç òðåõ ñîñòîÿíèé: k = 0, åñëèîí ñâîáîäåí; k = 1, åñëè îí çàíÿò îáñëóæèâàíèåì çàÿâêè; k = 2, åñëè íà ïðèáîðå ðåàëè-çóåòñÿ ýòàï îïîâåùåíèÿ î êîí�ëèêòå. Çàÿâêà, çàñòàâøàÿ â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ ïðèáîðñâîáîäíûì, íà÷èíàåò íåìåäëåííî îáñëóæèâàòüñÿ. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿçàÿâêè íà ïðèáîðå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µ. Åñëè â òå÷å-íèå îáñëóæèâàíèÿ ýòîé çàÿâêè äðóãèå òðåáîâàíèÿ íà ïðèáîð íå ïîñòóïàþò, òî èñõîäíàÿçàÿâêà ïî çàâåðøåíèè îáñëóæèâàíèÿ ïîêèäàåò ñèñòåìó. Åñëè âî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿîäíîé çàÿâêè ïîñòóïàåò äðóãàÿ, òî âîçíèêàåò êîí�ëèêò. Îò ýòîãî ìîìåíòà íà÷èíàåòñÿýòàï îïîâåùåíèÿ î êîí�ëèêòå. Çàÿâêè, ïîïàâøèå â êîí�ëèêò, à òàêæå ïîñòóïèâøèåíà ýòàïå îïîâåùåíèÿ î êîí�ëèêòå, ïåðåõîäÿò â èñòî÷íèê ïîâòîðíûõ âûçîâîâ (ÈÏÂ).×èñëî çàÿâîê â ÈÏÂ îáîçíà÷èì i. Äëèíû èíòåðâàëîâ îïîâåùåíèÿ î êîí�ëèêòå òàêæåèìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 1/a. Ëþáàÿ àáîíåíòñêàÿ ñòàíöèÿ
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Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâûõ ñåòåé ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà. . . 15íà÷èíàåò ãåíåðèðîâàòü íîâóþ çàÿâêó ëèøü ïîñëå çàâåðøåíèÿ óñïåøíîãî îáñëóæèâàíèÿïðèáîðîì åå ïðåäûäóùåé çàÿâêè.Ñåòü �óíêöèîíèðóåò â ñëó÷àéíîé ñðåäå. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñëó-÷àéíîé ñðåäû ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà s(t) ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñî-ñòîÿíèé s = 1, 2, . . . , S è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, èí�èíèòåçèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêèêîòîðîé îáîçíà÷èì qs1s2
.Âëèÿíèå ñëó÷àéíîé ñðåäû íà �óíêöèîíèðîâàíèå ñåòè ñâÿçè îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìî-ñòüþ èíòåíñèâíîñòè γ/N îáðàùåíèÿ çàÿâîê èç ÈÏÂ îò ñîñòîÿíèé s ñëó÷àéíîé ñðåäû,ò. å. γ/N = γ(s)/N . Âåðîÿòíîñòü îáðàùåíèÿ çàÿâîê íà ïðèáîð èç ÈÏÂ çà áåñêîíå÷íîìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ðàâíà (γ(s)/N)∆t+ o(∆t).Â ñèëó ñâîéñòâ ïðèâåäåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òðåõìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

{k(t), i(t), s(t)} ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.Îáîçíà÷èì P (k(t) = k, i(t) = i, s(t) = s) = Pk(i, s, t). Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè äëÿðàñïðåäåëåíèÿ Pk(i, s, t) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè
∞
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∂P0(i, s, t)

∂t
+

[

λ

(

1 −
i

N

)

+ γ(s)
i

N

]

P0(i, s, t) = µP1(i, s, t)+
1

a
P2(i, s, t)+

S
∑

s1=1

P0(i, s1, t)qs1s,

∂P1(i, s, t)

∂t
+

[

λ

(

1 −
i

N

)

+ γ(s)
i

N
+ µ

]

P1(i, s, t) = λ

(

1 −
i

N

)

P0(i, s, t)+

+ γ(s)
i+ 1

N
P0(i+ 1, s, t) +

S
∑

s1=1

P1(i, s1, t)qs1s,

∂P2(i, s, t)

∂t
+

[

λ

(

1 −
i

N

)

+
1

a

]

P2(i, s, t) = λ

(

1 −
i− 1

N

)

P2(i− 1, s, t)+

+λ

(

1 −
i− 1

N

)

P1(i− 2, s, t) + γ(s)
i− 1

N
P1(i− 1, s, t) +

S
∑

s1=1

P2(i, s1, t)qs1s. (1)�åøåíèå Pk(i, s, t) ñèñòåìû (1) äîñòàòî÷íî ïîëíî îïðåäåëÿåò �óíêöèîíèðîâàíèå ìà-òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñåòè ñâÿçè è åå âåðîÿòíîñòíî-âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè, íî äëÿíåå íå ñóùåñòâóåò òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, ïîýòîìó äàííóþ ñèñòåìóáóäåì èññëåäîâàòü ìåòîäîì àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà [1℄ â óñëîâèÿõ áîëüøîãî êîëè-÷åñòâà àáîíåíòñêèõ ñòàíöèé N → ∞. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì 1/N = ε, εt = τ , εi = x,
Pk(i, s, t) = εHk(x, s, τ) è ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ïðîöåññ x(τ) = lim

ε→0

(ε2i(τ/ε2)), èìåþ-ùèé ñìûñë àñèìïòîòè÷åñêîãî ñðåäíåãî íîðìèðîâàííîãî ÷èñëà çàÿâîê â ÈÏÂ. Íà ïåðâûõýòàïàõ èññëåäîâàíèÿ íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðè N → ∞ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
Rk(x) ñîñòîÿíèé k êàíàëà:

R0(x) =
λ(1 − x) + xψ1(x) + µ

H(x)
, R1(x) =

λ(1 − x) + xψ0(x)

H(x)
,

R2(x) =
a(λ(1 − x) + xψ0(x))(λ(1 − x) + xψ1(x))

H(x)
.



16 Â.À. Âàâèëîâ, À.À. ÍàçàðîâÇäåñü H(x) = a(λ(1−x)+xψ1(x))(λ(1−x)+xψ0(x))+2λ(1−x)+x(ψ0(x)+ψ1(x))+µ, ãäå
a, λ è µ çàäàíû, x = x(τ) � äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ îáûêíîâåííûìäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âèäà

x′(τ) = −xψ0(x)R0(x) + λ(1 − x)R2(x) + (2λ(1 − x) + xψ1(x))R1(x), (2)â êîòîðîì ψk(x), k = 1, 2, åñòü âåëè÷èíû âèäà
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Qk(x, s) = 1.Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþ-ùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ïîêîÿ ïðåäñòàâëÿåò äîâîëüíî òðóäîåìêóþ çà-äà÷ó â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì â èõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ �óíêöèé ψk(x), k = 0, 1. �àññìîòðèìñëó÷àé ïðåäåëüíî ðåäêèõ èçìåíåíèé ñîñòîÿíèé ñëó÷àéíîé ñðåäû. Ïðåäåëüíî ðåäêèìèèçìåíåíèÿìè ñîñòîÿíèé ñëó÷àéíîé ñðåäû áóäåì íàçûâàòü ñèòóàöèþ, êîãäà èí�èíèòå-çèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè qs1s ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè îäíîãî ïîðÿäêà.Â ïðåäåëå qs1s → 0 ñèñòåìà (3) 3S óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà S ñèñòåì óðàâíåíèé
(λ(1 − x) + γ(s)x)Q0(x, s) = µQ1(x, s) +

1

a
Q2(x, s),

(λ(1 − x) + γ(s)x+ µ)Q1(x, s) = (λ(1 − x) + γ(s)x)Q0(x, s),

1

a
Q2(x, s) = (λ(1 − x) + γ(s)x)Q1(x, s).�åøåíèå {Q0(x, s), Q1(x, s), Q2(x, s)} äëÿ êàæäîé èç òàêèõ ñèñòåì ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Q0(x, s) = (λ(1 − x) + γ(s)x+ µ)r(s)/H1(x), Q1(x, s) = (λ(1 − x) + γ(s)x)r(s)/H1(x),

Q2(x, s) = a(λ(1 − x) + γ(s)x)2r(s)/H1(x),ãäå r(s) � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñðåäû.



Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâûõ ñåòåé ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà. . . 17Òî÷êè ïîêîÿ óðàâíåíèÿ (2) â óñëîâèÿõ qs1s → 0 îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì
λ(1 − x) =

S
∑

s=1

µr(s)(λ(1 − x) + γ(s)x)

a(λ(1 − x) + γ(s)x)2 + 2(λ(1 − x) + γ(s)x) + µ
. (4)Óñòîé÷èâûå òî÷êè ïîêîÿ ýòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íàçîâåì òî÷êàìè ñòàáèëèçàöèèñåòè ñëó÷àéíîãî äîñòóïà.Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, λ, γ(s), µ è ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé

r(s) óðàâíåíèå (4) äîïóñêàåò ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî x ïî êðàéíåé ìåðå ÷èñëåííûìèìåòîäàìè, òàê êàê îíî ïðèâîäèòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ïîðÿäêà íå âûøå
2S + 1, ñëåäîâàòåëüíî, äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2) ìîæåò èìåòü 2S + 1 òî÷åêïîêîÿ, èç êîòîðûõ S + 1 òî÷åê ïîêîÿ áóäóò óñòîé÷èâûìè.Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ñðåäó ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè: s = 1 è s = 2.Ïóñòü r(1) = 0, 6; r(2) = 0, 4, a = 1; λ = 0, 32; γ(1) = 15; γ(2) = 380; µ = 2, 3.Íà ðèñ. 1 ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåíà ïðàâàÿ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4), à ïóíêòèðíîé � ëåâàÿ åãî ÷àñòü.Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (4) ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èìååòïÿòü êîðíåé: x1 = 0.001474, x2 = 0.01328, x3 = 0.04357, x4 = 0.1382, x5 = 0.6167, èçêîòîðûõ x2 è x4 ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè òî÷êàìè ïîêîÿ, à x1, x3, x5 � óñòîé÷èâû-ìè òî÷êàìè ïîêîÿ, ò. å. òî÷êàìè ñòàáèëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè ìíîæåñòâåííîãîäîñòóïà, ïîýòîìó òàêóþ ñåòü ìîæíî íàçâàòü òðåõñòàáèëüíîé.Òðàåêòîðèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ñðåäíåãî x = x(τ) â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî óñëî-âèÿ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2, ãäå ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàåòñÿ âðåìÿ τ , à ïî îñè îðäèíàò �çíà÷åíèÿ �óíêöèè x = x(τ) â ëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëå.Íà ïðèìåðå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé êàíàëà ïîêàæåì, ÷òî âåðîÿòíîñò-íî-âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè ñåòè ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé îáëàñòè â äðóãóþ,÷òî ñëåäóåò èç ñóùåñòâåííîãî èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû x, õàðàêòåðèçóþùåé ñðåäíåå ÷èñëî

�èñ. 1. Òî÷êè ïîêîÿ óñòîé÷èâûõ ñåòåé ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà
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�èñ. 2. Òðàåêòîðèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ñðåäíåãî òðåõñòàáèëüíîé ñåòèçàÿâîê â ÈÏÂ. Äåéñòâèòåëüíî, R1(x1) = 0.139, R1(x3) = 0.133, R1(x5) = 0.053, ò. å. âîêðåñòíîñòè ïåðâîé òî÷êè ñòàáèëèçàöèè çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòèêàíàëà ðàñõîäóåòñÿ íà ïåðåäà÷ó ñîîáùåíèé. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè x3 ïðîïóñêíàÿ ñïî-ñîáíîñòü óìåíüøàåòñÿ, à â îêðåñòíîñòè òî÷êè x5 ïàäàåò â òðè ðàçà.�àññìîòðåííûé ïðèìåð äëÿ ïðåäåëüíî ðåäêèõ èçìåíåíèé ñîñòîÿíèé ñðåäû èëëþ-ñòðèðóåò âîçìîæíîñòü ñïîíòàííûõ îáñòîÿòåëüñòâ çíà÷èòåëüíîãî óõóäøåíèÿ ðàáîòîñïî-ñîáíîñòè ñåòè. Ýòî ãîâîðèò î íåîáõîäèìîñòè äàëüíåéøèõ ìîäè�èêàöèé ïðîòîêîëîâ ñëó-÷àéíîãî äîñòóïà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Íàçàðîâ À.À., Ìîèñååâà Ñ.Ï. Ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà â òåîðèè ìàññîâîãîîáñëóæèâàíèÿ. Òîìñê: Èçä-âî ÍÒË, 2006. 112 ñ. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 ìàðòà 2008 ã.


