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Îá îáîáùåíèè õàðàêòåðèçàöèé ìíîæåñòâ ðåøåíèéèíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèéíà êîìïëåêñíûé ñëó÷àéÂ.Ñ. ÄðîíîâÀëòàéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Áàðíàóë, �îññèÿe-mail: planeswalker�rambler.ruÈçâåñòíû õàðàêòåðèçàöèè ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèéäëÿ ñëó÷àÿ äåéñòâèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåíèÿ òðà-äèöèîííûõ õàðàêòåðèçàöèé íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé äëÿ ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèéêîìïëåêñíîãî èíòåðâàëà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ìíîæåñòâî ðåøåíèé, êîì-ïëåêñíûé èíòåðâàë, õàðàêòåðèçàöèÿ Áåêà, õàðàêòåðèçàöèÿ �îíà.1. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿÎñîáåííîñòü ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå � íàëè÷èå ðàçíîîá-ðàçíûõ îïðåäåëåíèé êîìïëåêñíîãî èíòåðâàëà. Â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ â êà÷åñòâå òàêîãîáàçîâîãî îáúåêòà âûñòóïàþò êàê êðóãè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (êðóãîâûå èíòåðâà-ëû), òàê è ïðÿìîóãîëüíèêè (ñêàæåì, â [1℄), ëèáî áîëåå ñëîæíûå îáúåêòû, íàïðèìåð,êðóãîâûå ñåêòîðû (ñì., íàïðèìåð, [2℄), êðóãîâûå êîëüöà (ñì., â ÷àñòíîñòè, [3℄) è òîìóïîäîáíûå îáúåêòû, òàê èëè èíà÷å äîïóñêàþùèå çàäàíèå ÷åðåç èíòåðâàëüíûå ïàðàìåò-ðû.Ïîä ïðÿìîóãîëüíûì êîìïëåêñíûì èíòåðâàëîì a+ib çäåñü è äàëåå áóäåò ïîíèìàòüñÿïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

{x = a + ib ∈ C | a ∈ a, b ∈ b},ãäå a, b � äåéñòâèòåëüíûå èíòåðâàëû (çäåñü è äàëåå èíòåðâàëû è èíòåðâàëüíûå îáú-åêòû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ æèðíûì øðè�òîì).Êðóãîâûì êîìïëåêñíûì èíòåðâàëîì 〈c, r〉 (ïðè íåîòðèöàòåëüíîì äåéñòâèòåëüíîì r)áóäåò íàçûâàòüñÿ êðóãîâàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
{x ∈ C | |x − c| ≤ r}.Ïîëÿðíûì êîìïëåêñíûì èíòåðâàëîì (ρ, θ) (â òåðìèíàõ [4℄) áóäåì íàçûâàòü ñåêòîðêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

{x ∈ C | x = ρeiθ, ρ ∈ ρ, θ ∈ θ}.
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Îá îáîáùåíèè õàðàêòåðèçàöèé ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ... 63�åçóëüòàòîì àðè�ìåòè÷åñêîé îïåðàöèè íàä ëþáûìè èç ýòèõ èíòåðâàëîâ áóäåì íà-çûâàòü íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ èíòåðâàë äàííîãî òèïà, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ìíî-æåñòâî âñåõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé àðè�ìåòè÷åñêîé îïåðàöèè íàä ïðåäñòàâèòåëÿìè äàííûõèíòåðâàëîâ (ïîäðîáíûå �îðìóëû äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ñì. â [4, 5℄ è äð.).Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà Ax = b, ãäå A � èíòåðâàëüíàÿ(â ëþáîì èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïîíèìàíèé èíòåðâàëà) ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m × n, à
b � èíòåðâàëüíûé âåêòîð äëèíû m. Êàê èçâåñòíî, äëÿ äàííîé ñèñòåìû íåò îäíîçíà÷-íîãî ïîíÿòèÿ �ðåøåíèÿ� [6℄. Êàê è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, îáúåäèíåííûì ìíîæåñòâîìðåøåíèé äàííîé ñèñòåìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî

Ξuni(A, b) = {x ∈ C
n | (∃A ∈ A)(∃b ∈ b)(Ax = b)},äîïóñêîâûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî

Ξtol(A, b) = {x ∈ C
n | (∀A ∈ A)(∃b ∈ b)(Ax = b)}.Â îáùåì ñëó÷àå, ìíîæåñòâîì AE-ðåøåíèé äàííîé ñèñòåìû íàçîâåì

Ξαβ(A, b) = {x ∈ C
n | (∀Â ∈ A∀)(∀b̂ ∈ b∀)(∃Ǎ ∈ A∃)(∃b̌ ∈ b∃)((Â + Ǎ)x = (b̂ + b̌))},ãäå A∀, A∃, b∀ è b∃ � âåêòîðû äèçúþíêòèâíûõ ðàçëîæåíèé A = A∀ + A∃ è

b = b∀ + b∃, ýëåìåíòû êîòîðûõ íóëåâûå, åñëè íåîïðåäåëåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëå-ìåíòà íå ñîâïàäàåò ñ óêàçàííîé, è ðàâíû ýëåìåíòàì èñõîäíîé ìàòðèöû (âåêòîðà) âïðîòèâíîì ñëó÷àå [6℄.Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèÿ â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå ñóùå-ñòâóþò õàðàêòåðèçàöèè ìíîæåñòâ ðåøåíèé � õàðàêòåðèçàöèÿ Îåòòëè�Ïðàãåðà [7℄ äëÿîáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, õàðàêòåðèçàöèÿ Áåêà [8℄ äëÿ îáúåäèíåííîãî ìíî-æåñòâà ðåøåíèé, õàðàêòåðèçàöèÿ �îíà äëÿ ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé. Èñïîëüçîâàíèå òåõèëè èíûõ èíñòðóìåíòîâ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, âûðàáîòàííûõ äëÿ äåéñòâèòåëüíîãîñëó÷àÿ, îãðàíè÷èâàåòñÿ ñâîéñòâàìè äàííûõ îáúåêòîâ, è, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå íàïðèìåðå õàðàêòåðèçàöèè Áåêà, ïðÿìîé ïåðåíîñ íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé âîçìîæåí íåâñåãäà. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ õàðàêòåðèçàöèé íà ñëó÷àé êîì-ïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ.2. Õàðàêòåðèçàöèÿ ÁåêàÂ äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå äëÿ îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èçâåñòíà õàðàêòåðè-çàöèÿ Áåêà � ðàâåíñòâî
Ξuni(A, b) = {x ∈ R

n | Ax ∩ b 6= ∅} = {x ∈ R
n | 0 ∈ Ax − b}.Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ïîëÿðíûõ êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ â ïðèâåäåííîì âûøå ñìûñ-ëå àíàëîã äàííîé õàðàêòåðèçàöèè íåâåðåí.Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé íàä óêà-çàííûìè èíòåðâàëàìè. Òàê êàê ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ñóìì ïðåäñòàâèòåëåé äâóõïîëÿðíûõ êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ íå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåêòîð, çà ñóììó ïðèíèìà-åòñÿ íàèìåíüøèé ñåêòîð, âêëþ÷àþùèé äàííîå ìíîæåñòâî. Â ñèëó äàííîãî îïðåäåëåíèÿèç òîãî, ÷òî 0 ∈ Ax− b â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî Ax∩ b 6= ∅, èäâà ìíîæåñòâà â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû Áåêà â îáùåì ñëó÷àå íåýêâèâàëåíòíû.



64 Â.Ñ. ÄðîíîâËåììà. Åñëè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî äëÿ äàííîãî ïîäõîäà êîïðåäåëåíèþ êîìïëåêñíîãî èíòåðâàëà îïðåäåëåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî èõ ðåçóëüòà-òû íå ñîäåðæàò òî÷åê, íå ïîëó÷àåìûõ ñëîæåíèåì ýëåìåíòîâ èñõîäíûõ èíòåðâàëîâèëè óìíîæåíèåì èõ íà çàäàííîå ÷èñëî ñîîòâåòñòâåííî, òî ïðè äàííîì îïðåäåëåíèèèìååò ìåñòî ïîëíûé àíàëîã õàðàêòåðèçàöèè Áåêà.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x̂ ∈ Ξuni(A, b), òî íàéäóòñÿ Â ∈ A è b̂ ∈ b òàêèå, ÷òî
Âx̂ = b̂, ò. å. Ax ∩ b 6= ∅. Îáðàòíî, åñëè Ax ∩ b 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò b̂ òàêîé, ÷òî
b̂ ∈ b, b̂ ∈ Ax, ïðè÷åì íåïðåìåííî íàéäóòñÿ Â ∈ A è x̂ ∈ x òàêèå, ÷òî b̂ = Âx̂, è,ñëåäîâàòåëüíî, x̂ ∈ Ξuni(A, b).Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä èíòåðâàëàìè èç òîãî, ÷òî
Ax ∩ b 6= ∅, ñëåäóåò, ÷òî 0 ∈ Ax − b. Îáðàòíî, èç òîãî, ÷òî 0 ∈ Ax − b, òàê êàê Ax íåñîäåðæèò â ñèëó óñëîâèé �ëèøíèõ� òî÷åê, à îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ èíòåðâàëîâ îïðåäåëåíàòàê, ÷òî íîëü ëåæèò òîëüêî â ðàçíîñòè èíòåðâàëîâ, èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå,ñëåäóåò Ax ∩ b 6= ∅. Òàêèì îáðàçîì, Ax ∩ b 6= ∅ ⇔ 0 ∈ Ax − b.Ëåììà äîêàçàíà. �3. Õàðàêòåðèçàöèÿ �îíàÂ äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå äëÿ ìíîæåñòâà AE-ðåøåíèé ñèñòåìû èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿýêâèâàëåíòíîñòü, íàçûâàåìàÿ õàðàêòåðèçàöèåé �îíà:

x ∈ Ξαβ(A, b) ⇐⇒ |(mid A)x − mid b| ≤ (radA∃ − radA∀) |x| +
(

rad b∃ − rad b∀
)

,ãäå mid è rad � îïåðàòîðû âçÿòèÿ ñðåäíåé òî÷êè è ðàäèóñà äåéñòâèòåëüíîãî èíòåðâàëà.Òåîðåìà 1. Åñëè íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ èóìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð îïðåäåëåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ab + c = {âb + ĉ | â ∈ a, ĉ ∈ c},
mid x è radx � îäíîðîäíûå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð �óíêöèîíàëû íà ìíî-æåñòâå êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ, ïðè÷åì1) âêëþ÷åíèå a ⊆ b ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó |mid a − mid b| ≤ rad b − rada;2) mid (a ± b) = mid a ± mid b, rad (a ± b) = rada + rad b,òî ñïðàâåäëèâ ïîëíûé àíàëîã õàðàêòåðèçàöèè �îíà:

x ∈ Ξαβ(A, b) ⇐⇒ |(mid A)x − mid b| ≤ (rad A∃ − rad A∀)|x| + (rad b∃ − rad b∀).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà AE-ðåøåíèé
Ξαβ(A, b) = {x ∈ Cn | (∀Â ∈ A∀)(∀b̂ ∈ b∀)(∃Ǎ ∈ A∃)(∃b̌ ∈ b∃) ((Â + Ǎ)x = (b̂ + b̌))}.Â ñèëó óñëîâèé íà îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð ýòî ýêâèâàëåíòíî
Ξαβ(A, b) = { x ∈ Cn | (∀Â ∈ A∀)(∀b̂ ∈ b∀)(∃Ǎ ∈ A∃)(∃b̌ ∈ b∃)(Âx − b̂ = b̌ − Ǎx)} =

= { x ∈ Cn | (∀Â ∈ A∀)(∀b̂ ∈ b∀)(Âx − b̂ ∈ b∃ − A∃x)} =

= { x ∈ Cn |A∀x − b∀ ⊆ b∃ − A∃x}.Äàëåå, ñîãëàñíî óñëîâèþ 1 íà âêëþ÷åíèå èíòåðâàëîâ, ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò
∣

∣mid (b∃ − A∃x) − mid (A∀x − b∀)
∣

∣ ≤ rad (b∃ − A∃x) − rad (A∀x − b∀).



Îá îáîáùåíèè õàðàêòåðèçàöèé ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ... 65Â ñèëó îäíîðîäíîñòè �óíêöèîíàëîâ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð x è óñëî-âèÿ 2 ýòî ýêâèâàëåíòíî
|mid (b∃ − A∃x) − mid (A∀x − b∀)| ≤ rad b∃ + rad A∃ · |x| − rad A∀ · |x| − rad b∀.Òåîðåìà äîêàçàíà. �Ôàêòè÷åñêè, äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñóùåñòâåííî îïèðàëîñü íà õàðàêòå-ðèçàöèþ, ïîëó÷åííóþ Ñ.Ï. Øàðûì â [6℄, è ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíèìîñòüêëàññè÷åñêèõ õàðàêòåðèçàöèé äëÿ ïðî÷èõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé.Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé â ñëó÷àå êðóãîâûõ êîìïëåêñíûõ èí-òåðâàëîâ âåðåí ïîëíûé àíàëîã õàðàêòåðèçàöèè �îíà.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì äëÿ êðóãîâîãî êîìïëåêñíîãî èíòåðâàëà a = 〈c, r〉�óíêöèîíàëû mid a = c è rada = r. Äàëüíåéøåå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è ñâîéñòâîïåðàöèé íàä êðóãîâûìè êîìïëåêñíûìè èíòåðâàëàìè.Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ îáúåäèíåííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ â ñëó÷àå êðóãî-âûõ êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ âåðåí ïîëíûé àíàëîã õàðàêòåðèçàöèè Îåòòëè�Ïðàãåðà:

x ∈ Ξuni(A, b) ⇐⇒ |(mid A) x − mid b | ≤ rad A |x| + rad b.Äàííîå óòâåðæäåíèå � ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 1 äëÿ îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâàðåøåíèé (ìàòðèöà A∃ è âåêòîð b∃ ñîâïàäàþò ñ A è b ñîîòâåòñòâåííî).Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ îáúåäèíåííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ â ñëó÷àå êðóãî-âûõ êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ âåðåí ïîëíûé àíàëîã õàðàêòåðèçàöèè Áåêà:
Ξuni(A, b) = {x ∈ C

n | Ax ∩ b 6= ∅} = {x ∈ C
n | 0 ∈ Ax − b}.Äàííîå óòâåðæäåíèå ïðÿìî ñëåäóåò èç ëåììû è ñâîéñòâ îïåðàöèé íàä êðóãîâûìèêîìïëåêñíûìè èíòåðâàëàìè.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ õàðàêòåðèçàöèé ìíîæåñòâ ðåøåíèé êîìïëåêñíûõÈÑËÀÓ â ïðÿìîóãîëüíîé àðè�ìåòèêå. Íåäîñòàòêîì ïðÿìîóãîëüíûõ êîìïëåêñíûõ èí-òåðâàëîâ a+ib = {x = a+ib ∈ C | a ∈ a, b ∈ b} ÿâëÿåòñÿ íåñîîòâåòñòâèå �åñòåñòâåííîãî�îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà óñëîâèÿì òåîðåìû 1. Â ñèëó òîãî ÷òî ïðÿìîóãîëüíûé êîìïëåêñ-íûé èíòåðâàë èìååò äâà èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðà, à íå îäèí, êàê â ñëó÷àå êðóãîâûõ,ïðèâåäåíèå åãî ê ñîîòâåòñòâóþùåìó âèäó çàòðóäíèòåëüíî. Îäíàêî óñëîâèå íåïóñòîòûïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

(a + ib) ∩ (c + id) 6= ∅ ⇐⇒ (a ∩ c 6= ∅) ∧ (b ∩ d 6= ∅),ò. å. ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ. Îïðåäåëèâ äëÿïðÿìîóãîëüíîãî êîìïëåêñíîãî èíòåðâàëà Z = a+ ib �óíêöèîíàëû mid rZ � êàê âçÿòèåñðåäíåãî ýëåìåíòà a, mid cZ êàê âçÿòèå ñðåäíåãî ýëåìåíòà b, rad rZ è rad rZ � êàê âçÿ-òèå ðàäèóñîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äàííûå �óíêöèîíàëûëèíåéíû, à óñëîâèå 2 òåîðåìû 1 âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñâîéñòâ äåéñòâèòåëüíûõ èíòåðâà-ëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè âåêòîðíûå îïåðàòîðû mid CZ = (mid rZ, mid cZ)⊤ è
rad CZ = (rad rZ, rad cZ)⊤.



66 Â.Ñ. ÄðîíîâÒåîðåìà 2. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ èìååò ìåñòî ñëåäóþ-ùèé àíàëîã õàðàêòåðèçàöèè �îíà:
x ∈ Ξαβ(A, b) ⇐⇒ |(mid CA) x − mid Cb| ≤ (rad CA∃ − rad CA∀)|x| + (rad Cb∃ − rad Cb∀).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ñ ó÷å-òîì óêàçàííîãî âûøå.Óòâåðæäåíèå 5. Äëÿ îáúåäèíåííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ â ñëó÷àå ïðÿìî-óãîëüíûõ êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ âåðåí àíàëîã õàðàêòåðèçàöèè Îåòòëè�Ïðàãåðà,ò. å.

x ∈ Ξuni(A, b) ⇐⇒ |(mid CA)x − mid Cb | ≤ (rad C A) |x| + rad C b.Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ îáúåäèíåííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ â ñëó÷àå ïðÿìî-óãîëüíûõ êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ âåðåí ïîëíûé àíàëîã õàðàêòåðèçàöèè Áåêà, ò. å.
Ξuni(A, b) = {x ∈ C

n | Ax ∩ b 6= ∅} = {x ∈ C
n | 0 ∈ Ax − b}.Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé 5 è 6 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèé 3 è 4ñ ó÷åòîì òåîðåìû 2.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àëå�ðåä �., Õåðöáåðãåð Þ. Ââåäåíèå â èíòåðâàëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Ì.: Ìèð, 1987.[2℄ Klatte P., Ullri
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