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.ruÏîñðåäñòâîì âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà âûÿñíåíî, êàêîâû äîëæíû áûòüçàäàííûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ÷òîáû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ÷èñëåííî ñìîäåëèðîâàòüóåäèíåííóþ âîëíó íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïîêàçàíî,÷òî ñêîðîñòü âîëíû è ïàðàìåòð ðàñòÿæåíèÿ âîëíîâîãî ïðî�èëÿ ëó÷øå îïðåäåëÿòüñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ òî÷íûõ ñîîòíîøåíèé. Ïðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿ �îð-ìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ âîëíîâîãî ïðî�èëÿ ïî áàçèñíûì�óíêöèÿì, åùå áîëåå ïîâûøàþùàÿ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óåäèíåí-íîé âîëíû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óåäèíåííàÿ âîëíà, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå.ÂâåäåíèåÓåäèíåííàÿ âîëíà íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè îáëàäàåò öåëûìðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ [1℄, ÷òî äåëàåò åå ïðèâëåêàòåëüíûì îáúåêòîì äëÿ ÷èñ-ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åå íåðåäêî èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå íàáåãàþùåéâîëíû ïðè èçó÷åíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê íà ðàçëè÷íûå òåëà è ïðåïÿòñòâèÿ.Ïðè ýòîì ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ âûñîêàÿ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óåäèíåí-íîé âîëíû. Ýòà òî÷íîñòü çàâèñèò íå òîëüêî îò ïðèìåíÿåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà, íî è îòñïîñîáà ãåíåðàöèè âîëíû, ò. å. îò òîãî, ÷òî è êàê çàäàåòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ.Âûáîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé íåîäíîçíà÷åí ïîòîìó, ÷òî â ðàìêàõ ìîäåëè ïîòåíöèàëüíîãîäâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè èëè â ðàìêàõ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðàíå ñóùåñòâóåò òî÷íîãî ÿâíîãî âûðàæåíèÿ óåäèíåííîé âîëíû (ò. å. ÿâíûõ �îðìóë äëÿçàäàíèÿ ïðî�èëÿ âîëíû, ïîëÿ ñêîðîñòè è ò. ä.). Ñóùåñòâóþò ëèøü ðàçëè÷íûå ïðèáëè-æåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè òîãî èëè èíîãî ïàðàìåòðà óåäèíåííîéâîëíû. Èñïîëüçîâàíèå ëþáîãî èç ïðèáëèæåíèé â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðè ÷èñ-ëåííîì ìîäåëèðîâàíèè óåäèíåííîé âîëíû ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîëó÷àþùàÿñÿ âîëíàíå âïîëíå ñòàöèîíàðíà (åå àìïëèòóäà, ñêîðîñòü è �îðìà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíÿþòñÿ ñîâðåìåíåì) è íå âïîëíå óåäèíåííà (çà âîëíîé îáðàçóåòñÿ äèñïåðñèîííûé �õâîñò�).Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âûÿñíåíèþ (ïîñðåäñòâîì âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà)âîïðîñà: ÷òî è êàê ëó÷øå çàäàâàòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ÷òîáû ïîëó÷àþùàÿñÿ
∗�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ �ÀÍ � 2.12, à òàêæå ïðè �èíàíñîâîéïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò � 07-08-00145-a) è ïðîãðàììû�Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû �Ô� (ãðàíò � ÍØ-2260.2008.1).
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Î íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ... 93(÷èñëåííî) óåäèíåííàÿ âîëíà áûëà êàê ìîæíî áîëåå òî÷íîé, ò. å. ÷òîáû ïðè ïîñëåäóþ-ùåì äâèæåíèè âîëíû îòêëîíåíèå åå àìïëèòóäû îò ñâîåãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ è àìïëè-òóäà îáðàçóþùåãîñÿ äèñïåðñèîííîãî �õâîñòà� áûëè êàê ìîæíî áîëåå ñëàáûìè. Èç âñåõïàðàìåòðîâ óåäèíåííîé âîëíû èìåííî àìïëèòóäà âûáðàíà äëÿ êîíòðîëÿ ñòàöèîíàðíî-ñòè, ïîòîìó ÷òî îíà ìîæåò áûòü ëåãêî è ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ èçìåðåíà. Ïîñòîÿíñòâîàìïëèòóäû äàåò íàäåæäó íà ïîñòîÿíñòâî è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, ïîñêîëüêó óåäèíåííàÿâîëíà, êàê èçâåñòíî, åñòü âîëíà îäíîïàðàìåòðè÷íàÿ.1. Îñíîâíûå �îðìóëûÏîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè óåäèíåííîé âîëíû, òî ïîäðàçóìåâàåò-ñÿ íàëè÷èå ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð, â ÷àñòíîñòè ïðîöåäóðû, âîñ-ñòàíàâëèâàþùåé ïîëå ñêîðîñòè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïî èçâåñòíîé ãðàíèöå æèäêîéîáëàñòè è óñëîâèþ äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè íà ýòîé ãðàíèöå. Ýòà æå ïðîöåäóðà ìîæåòáûòü ïðèìåíåíà è â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òàê ÷òî â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèéäîñòàòî÷íî çàäàòü ïðî�èëü óåäèíåííîé âîëíû è ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ïîòåíöèàëà íàñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Òâåðäûå ãðàíèöû æèäêîé îáëàñòè (ãîðèçîíòàëüíîå äíî è âåð-òèêàëüíûå áîêîâûå ñòåíêè, óäàëåííûå îò âåðøèíû âîëíû), ðàâíî êàê è óñëîâèÿ íà íèõ(óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ) çàòðóäíåíèé íå âûçûâàþò.Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ âñþäó òîëüêî áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, â êîòîðûõ óñêîðåíèåòÿæåñòè è ãëóáèíà æèäêîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíû åäèíèöå.1.1. Ïðî�èëü óåäèíåííîé âîëíûÏðî�èëü óåäèíåííîé âîëíû îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò â òàêîì âèäå:
ζ(t, x) = ζ0(ξ) =

m
∑

i=1

ζif
i(ξ). (1)Çäåñü t � âðåìÿ, x � ãîðèçîíòàëüíàÿ êîîðäèíàòà,

ξ(t, x) ≡ b(x − ct) (2)åñòü �ðàñòÿíóòàÿ áåãóùàÿ� êîîðäèíàòà, c � ñêîðîñòü âîëíû, b � ïàðàìåòð ðàñòÿæåíèÿ,
ζi � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âîëíîâîãî ïðî�èëÿ ïî ñòåïåíÿì �óíêöèè

f(ξ) ≡ ch−2 ξ. (3)Ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîãî ïðî�èëÿ â âèäå (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì è îáîñíî-âàííûì � â [2℄ äîêàçàíà ïîëíîòà ñèñòåìû �áàçèñíûõ� �óíêöèé {f i(ξ)}∞i=1 â ïðîñòðàíñòâå
L2(0,∞). ×òî êàñàåòñÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà, òî âîçìîæíû ðàçëè÷íûåâàðèàíòû åãî çàäàíèÿ. Íèæå óêàçàíû íåêîòîðûå èç íèõ.1.2. Óñëîâèå âòîðîãî ðîäà äëÿ ïîòåíöèàëàÂ íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè z = ζ(0, x) (z � âåðòèêàëüíàÿêîîðäèíàòà) ìîæíî ïîñòàâèòü óñëîâèå âòîðîãî ðîäà äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè Φ(t, x, z).



94 Á.Å. ÏðîòîïîïîâÎíî ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ (íèæíèå áóêâåííûå èí-äåêñû îáîçíà÷àþò ÷àñòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïî t, x èëè z):
ζt + ζxΦx − Φz = 0. (4)Äåéñòâèòåëüíî,

∂Φ

∂n
= ∇Φ · n =

Φz − Φxζx
√

1 + ζ2
x

=
ζt

√

1 + ζ2
x

= −
cζx

√

1 + ζ2
x

= −
bcζ ′

0
√

1 + b2(ζ ′

0)
2
.Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à Íåéìàíà â ÷èñòîì âèäå(íà âñåé ãðàíèöå æèäêîé îáëàñòè � óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà). Çàìåòèì, ÷òî âî âñå ïîñëå-äóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè ðàññ÷èòûâàþòñÿ çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè óñëîâèÿìè (âòîðîãîðîäà � íà òâåðäûõ ãðàíèöàõ è ïåðâîãî � íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè). Òàêèì îáðàçîì,äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷è Íåéìàíà â ìîìåíò t = 0 òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëèòåëü-íûå ïðîöåäóðû (íåíóæíûå äëÿ ïîñëåäóþùåãî ñ÷åòà). Êðîìå òîãî, ñàìà çàäà÷à Íåéìàíàïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé äëÿ ðàñ÷åòà (÷åì ñìåøàííàÿ çàäà÷à) õîòÿ áû ïîòîìó,÷òî åå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ëèøü ïðè âûïîëíåíèè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ: ñóììàðíûéïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç âñþ ãðàíèöó îáëàñòè äîëæåí áûòü íóëåâûì. Äîáèòüñÿ íà ïðàê-òèêå ñòðîãîãî âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ áûâàåò íåëåãêî êàê èç-çà îøèáîê îêðóãëåíèÿ,òàê è èç-çà íàëè÷èÿ ðàçíûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ãðàíèöå: èç íèõ íóæ-íî âûáðàòü èìåííî òîò, êîòîðûé ñîãëàñóåòñÿ ñ èñïîëüçóåìûì ìåòîäîì ðàñ÷åòà çàäà÷èÍåéìàíà.Óêàçàííûå çàòðóäíåíèÿ â ïðèíöèïå ìîæíî ïðåîäîëåòü. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [3, 4℄èñïîëüçîâàíî èìåííî óñëîâèå âòîðîãî ðîäà. Òåì íå ìåíåå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèíà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ëó÷øå çíàòü çíà÷åíèå ñàìîãî ïîòåíöèàëà, à íå åãî íîðìàëü-íîé ïðîèçâîäíîé.1.3. Óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà ñ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåìÄëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå, ò. å. �óíêöèè

ϕ(x) ≡ Φ(0, x, ζ(0, x)), (5)íóæíî èñïîëüçîâàòü êàê êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå (4), òàê è äèíàìè÷åñêîå
Φt +

1

2

(

Φ2
x + Φ2

z

)

+ ζ = 0.Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ Φx äè��åðåíöèðîâàíèåì òîæäåñòâà (5), ïðîèçâîäíóþ Φz �èç êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ (4) è âûðàæàÿ ïðîèçâîäíûå ïî t ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî x(âîëíà áåãóùàÿ), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:
1

2
(ϕx − c)2 =

(

1 + ζ2
x

)

(

1

2
c2 − ζ

)

, (6)îòêóäà
ϕ = c



x −

x
∫

x∗

√

√

√

√(1 + ζ2
x)

(

1 −
2ζ

c2

)

dx̃



 . (7)Çäåñü x∗ � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ (ïðîèçâîëüíàÿ), à çíàê ïåðåä êîðíåì âûáðàíñîãëàñíî î÷åâèäíîìó óñëîâèþ: ϕx → 0 ïðè x → ±∞, ò. å. ïðè ζ → 0 è ζx → 0.Èíòåãðàë â �îðìóëå (7) ìîæåò áûòü íàéäåí ÷èñëåííî (êàê è ïðîèçâîäíàÿ ζx â ïîäûí-òåãðàëüíîì âûðàæåíèè).



Î íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ... 951.4. Óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà ñ óñå÷åííûìè ðÿäàìèÌîæíî òàêæå ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6). Ïðèâå-äåì ïîñëåäíåå ê âèäó
cu −

1

2
u2 = ζ −

1

2
c2ζ2

x + ζζ2
x, (8)ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

u ≡ ϕx. (9)Èç ïðåäñòàâëåíèÿ ïðî�èëÿ óåäèíåííîé âîëíû â âèäå (1) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäó-þùèå ðàçëîæåíèÿ:
ζ2
x =

2m+1
∑

i=2

λif
i, λi =

i−1
∑

j=1

[

4b2j(i − j)ζjζi−j − λj

]

; (10)
ζζ2

x =
3m+1
∑

i=3

µif
i, µi =

i−1
∑

j=1

ζjλi−j . (11)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (8) èùåòñÿ â âèäå
u =

1

c

l
∑

i=1

uif
i. (12)Òîãäà

u2 =
1

c2

2l
∑

i=2

vif
i, vi =

i−1
∑

j=1

ujui−j. (13)Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèé (10)�(13) â óðàâíåíèå (8) è ïðèðàâíèâàíèå êîý��èöèåíòîâïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ �óíêöèè f (ñëåâà è ñïðàâà) ïðèâîäÿò ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè�îðìóë
ui = ζi +

1

2c2
vi −

1

2
c2λi + µi. (14)Êîý��èöèåíò vi ñòîèò â ïðàâîé ÷àñòè, ïîñêîëüêó ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ èçâåñòíûì. Îí çà-âèñèò îò óæå âû÷èñëåííûõ uj (j < i), íî íå çàâèñèò îò ui.Èç �îðìóë (9), (12) âûòåêàåò, ÷òî ïîòåíöèàë ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

ϕ =
1

bc
th ξ

l
∑

i=1

ϕif
i−1. (15)Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â (9) äàåò òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îðìóë:

ϕl =
1

2l − 1
ul, ϕi =

(

1 +
1

2i − 1

)

ϕi+1 +
1

2i − 1
ui (i = l − 1, l − 2, ..., 1). (16)×òî êàñàåòñÿ êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèÿõ (12) è (15), òî â ðàñ÷åòàõ îíîâûáèðàëîñü ðàâíûì ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèÿõ ñëàãàåìûõ èç ïðàâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ (8), ò. å.

l = 3m + 1. (17)



96 Á.Å. ÏðîòîïîïîâÇàìåòèì, ÷òî èñêîìàÿ �óíêöèÿ u âõîäèò â óðàâíåíèå (8) îäíîâðåìåííî â ïåðâîé èâòîðîé ñòåïåíÿõ, èç-çà ÷åãî ýòî óðàâíåíèå íåâîçìîæíî âûïîëíèòü òî÷íî � âñåãäà áóäåòíåâÿçêà âèäà
r =

2l
∑

i=l+1

rif
i.Âûáîð ÷èñëà l ñîãëàñíî �îðìóëå (17) ïîçâîëÿåò õîòÿ áû �ñäâèíóòü� íåâÿçêó íà áîëååâûñîêèå ñòåïåíè �óíêöèè f .Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâíûõ �îðìóë (10), (11), (13)�(17) äàåò èñêîìîå ãðàíè÷íîå çíà-÷åíèå ïîòåíöèàëà. Â �îðìóëàõ (10), (11), (13) èíäåêñû ìîãóò âûõîäèòü çà ãðàíèöûîòðåçêà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé, â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ñ òàêèì �çàïðåäåëüíûì� íîìå-ðîì ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ ( ζm+1 = 0 è ò. ï.)Êàê ïîêàçàëè ïðîáíûå ðàñ÷åòû, âñå òðè ïðåäëîæåííûõ ñïîñîáà ïîñòàíîâêè ãðà-íè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ÿâëÿþòñÿ �ðàáî÷èìè�. Ïðåäïî÷òåíèå îòäàíî âòîðîìóñïîñîáó êàê îïòèìàëüíî ñî÷åòàþùåìó òî÷íîñòü è ïðîñòîòó.2. ×èñëåííàÿ àïðîáàöèÿ èçâåñòíûõ ðàçëîæåíèéÊàê âèäíî èç �îðìóë ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, äëÿ çàäàíèÿ óåäèíåííîé âîëíû íåîáõîäè-ìû ïàðàìåòð ðàñòÿæåíèÿ b, ñêîðîñòü âîëíû c, êîý��èöèåíòû ζ1, ζ2, ..., ζm ðàçëîæåíèÿâîëíîâîãî ïðî�èëÿ, à òàêæå ÷èñëî m óäåðæèâàåìûõ ÷ëåíîâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ. Íà ñà-ìîì äåëå äîñòàòî÷íî çàäàòü âñåãî ëèøü îäèí ïàðàìåòð ε óåäèíåííîé âîëíû, à îñòàëüíûå(êðîìå m) ÷åðåç íåãî âûðàæàþòñÿ â âèäå (óñå÷åííûõ) ðÿäîâ, íàïðèìåð:

ζi =
n
∑

j=i

ζijε
j. (18)Èç ìíîæåñòâà ðàáîò, â êîòîðûõ ïîñòðîåíû ðàçëîæåíèÿ âèäà (18), äëÿ ÷èñëåííîéàïðîáàöèè áûëè âûáðàíû [2, 5℄ êàê ñîäåðæàùèå ðàçëîæåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà (à èìåí-íî m = n = 9 â [5℄ è m = n = 17 â [2℄). �àáîòû îòëè÷àþòñÿ íå òîëüêî ïîðÿäêàìèïîñòðîåííûõ ðàçëîæåíèé, íî è èñïîëüçîâàííûìè ìåòîäàìè è (â ÷àñòíîñòè) âûáîðîìïàðàìåòðà ε óåäèíåííîé âîëíû: â [5℄ � ýòî àìïëèòóäà, îïðåäåëÿåìàÿ êàê

α ≡ max ζ0(ξ), (19)â [2℄ � âåëè÷èíà σ, ñâÿçàííàÿ ñ ïàðàìåòðîì ðàñòÿæåíèÿ ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòüþ:
σ ≡ sin2(2b).Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèé èç [2, 5℄ áûëà âûïîëíåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ. ×èñëåííûéìåòîä ïîäðîáíî îïèñàí â [4, 6℄ è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. �àñ÷åòû âûïîëíåíû íà ñåòêå ñ÷èñëîì ÿ÷ååê 200 × 10 è øàãîì ïî âðåìåíè ∆t = 0.01. Â ðàñ÷åòàõ ãðàíè÷íîå çíà÷åíèåïîòåíöèàëà âû÷èñëÿëîñü ïî �îðìóëå (7). �åíåðèðóåìîé âîëíå ïðåäîñòàâëÿëàñü âîçìîæ-íîñòü ñâîáîäíîãî ïðîõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò 12.6 äî 16.3 åäèíèöû (ãëóáèí æèäêîñòè) âçàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû (òî÷íîå ÷èñëî N øàãîâ ïî âðåìåíè óêàçàíî â òàáë. 1), ïðè-÷åì ýòà çàâèñèìîñòü îêàçàëàñü íåìîíîòîííîé ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòüáûëà îãðàíè÷åíà ñëåâà è ñïðàâà òâåðäûìè âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè, ðàññòîÿíèå ìåæ-äó êîòîðûìè áûëî íåèçìåííûì äëÿ âñåõ àìïëèòóä. Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëæèòåëüíîñòü



Î íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ... 97ñâîáîäíîãî (áåç âëèÿíèÿ áîêîâûõ ãðàíèö) ïðîáåãà âîëíû îïðåäåëÿëàñü åå ñêîðîñòüþ èäëèíîé (�îðìàëüíî óåäèíåííàÿ âîëíà áåñêîíå÷íî äëèííàÿ, íî ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèåý��åêòèâíîé äëèíû êàê îòíîøåíèå ìàññû ê àìïëèòóäå; îïðåäåëåíèå ìàññû óåäèíåí-íîé âîëíû ïðèâåäåíî íèæå). Ïîñêîëüêó ñ óìåíüøåíèåì àìïëèòóäû ñêîðîñòü âîëíûñíèæàåòñÿ, à åå äëèíà ðàñòåò (íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî çíà÷åíèÿ α) [1℄, ýòî è ïðèâîäèò êíåìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè N îò α. Ïðîùå ãîâîðÿ, âîëíà ìàëîé àìïëèòóäû (α = 0.1),õîòÿ è ìåäëåííåå, ïðèáëèæàåòñÿ ê áîêîâîé ñòåíêå, îäíàêî íà÷èíàåò åå �÷óâñòâîâàòü�íåñêîëüêî ðàíüøå èç-çà òîãî, ÷òî ñóùåñòâåííî äëèííåå äðóãèõ, áîëåå âûñîêèõ âîëí.Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ óåäèíåííîé âîëíû îòñëåæèâàëîñü îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå
δ(a)(t) åå àìïëèòóäû îò ñâîåãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ, à òàêæå èçìåðÿëîñü îòíîøåíèå
δ(d)(t) àìïëèòóäû äèñïåðñèîííîãî �õâîñòà� ê íà÷àëüíîé àìïëèòóäå ãîëîâíîé âîëíû, ò. å.

δ(a)(t) ≡
a(t) − a(0)

a(0)
, δ(d)(t) ≡

a(d)(t)

a(0)
.Çäåñü òåêóùåå çíà÷åíèå àìïëèòóäû âîëíû a(t) è àìïëèòóäà äèñïåðñèîííîãî �õâîñòà�

a(d)(t) îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî (19):
a(t) ≡ max

x
ζ(t, x), a(d)(t) ≡ max

x:x>x0(t)
|ζ(t, x)|.Â ïîñëåäíåé �îðìóëå ìàêñèìóì èùåòñÿ íå íà âñåì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ x, à òîëüêîçà âîëíîé, òî÷íåå çà x0(t) � áëèæàéøåé ê âåðøèíå ãîëîâíîé âîëíû òî÷êîé, â êîòîðîé

ζ(t, x) = 0 (â ðàñ÷åòàõ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿëàñü ñïðàâà íàëåâî). Íà÷àëüíîå çíà÷åíèåàìïëèòóäû a(0) ñîâïàäàåò ñ α (�îðìóëà (19)). Â äàëüíåéøåì �óíêöèè δ(a)(t) è δ(d)(t)äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàþòñÿ àìïëèòóäíîé íåâÿçêîé è äèñïåðñèîííîé íåâÿçêîé ñîîòâåò-ñòâåííî.Â ïåðâîé ñòðîêå òàáë. 1 óêàçàíû èñïîëüçîâàííûå â ðàñ÷åòàõ (íà÷àëüíûå) çíà÷åíèÿàìïëèòóäû α óåäèíåííîé âîëíû, âî âòîðîé � çíà÷åíèÿ ÷èñëà N øàãîâ ïî âðåìåíè. Â ïî-ñëåäóþùèõ ñòðîêàõ ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ íîðì àìïëèòóäíîé è äèñïåðñèîííîé íåâÿçîê,ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëîæåíèé èç [2, 5℄. Íîðìû âû÷èñëÿëèñü ñîãëàñíî�îðìóëàì
‖ δ(a)(t) ‖L2≡

√

√

√

√

N
∑

k=0

(δ(a)(tk))
2
, ‖ δ(d)(t) ‖C≡ max

k

∣

∣

∣δ(d)(tk)
∣

∣

∣ ,ãäå tk = k∆t ( k = 0, 1, ..., N ) � óçëîâûå çíà÷åíèÿ âðåìåíè.Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî �îðìóëû èç [5℄ âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ äàþò ìåíüøóþ(èëè ðàâíóþ) àìïëèòóäó äèñïåðñèîííîãî õâîñòà è â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ � ìåíüøåå îò-êëîíåíèå àìïëèòóäû óåäèíåííîé âîëíû îò ñâîåãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàòïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîæèäàííûì, ïîñêîëüêó �îðìóëû èç [2℄ âûãëÿäÿò ïðåäïî÷òèòåëüíåå,Ò à á ë è ö à 1. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
α 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
N 1200 1400 1420 1380 1340 1300 1260[5℄ ‖ δ

(a) ‖L2 0.000251 0.000307 0.000636 0.003194 0.022115 0.155249 1.207103
‖ δ

(d) ‖C 0.009956 0.006037 0.003358 0.002456 0.001995 0.001699 0.009797[2℄ ‖ δ
(a) ‖L2 0.000252 0.000605 0.000619 0.015194 0.106980 0.404379 0.941209

‖ δ
(d) ‖C 0.009956 0.006037 0.003358 0.002456 0.001996 0.003983 0.011162



98 Á.Å. Ïðîòîïîïîâè íå òîëüêî ïîòîìó, ÷òî áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, íî è ãëàâíûì îáðàçîì èç-çà èñïîëü-çîâàíèÿ äðóãîãî ïàðàìåòðà ðàçëîæåíèÿ, áëàãîäàðÿ ÷åìó êîý��èöèåíòû ζij ìåíÿþòñÿñóùåñòâåííî áîëåå ïëàâíî (ñ ðîñòîì êàæäîãî èç èíäåêñîâ), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷à-ñòè÷íûõ ñóìì (âèäà (18)) áîëüøå ïîõîæè íà ñõîäÿùèåñÿ.3. Óòî÷íåíèå èçâåñòíûõ ðàçëîæåíèéÄàëåå ðàçëîæåíèÿ èç [5℄ áåðóòñÿ çà îñíîâó è ðàññìàòðèâàåòñÿ, ÷òî è êàê ìîæíî â ýòèõ�îðìóëàõ èçìåíèòü, ÷òîáû ïîâûñèòü òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óåäèíåííîéâîëíû.3.1. Ïðèâëå÷åíèå òî÷íûõ ñîîòíîøåíèéÎêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 1, ìîæíî çàìåòíî óëó÷øèòü, åñ-ëè èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðûóåäèíåííîé âîëíû.1. Ìàññà M è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ P óåäèíåííîé âîëíû, îïðåäåëÿåìûå êàê
M ≡

∞
∫

−∞

ζ(t, x)dx, P ≡
1

2

∞
∫

−∞

ζ2(t, x)dx,ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì Ñòàððà:
(

c2 − 1
)

M = 3P.Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [7, 8℄. Íà ïðàêòèêå âìåñòî ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ óäîáíååèñïîëüçîâàòü åìó ðàâíîñèëüíîå:
(

c2 − 1
)

M0 = 3P0, (20)ãäå
M0 ≡

∞
∫

0

ζ0(ξ)dξ =
b

2
M, P0 ≡

1

2

∞
∫

0

ζ2
0 (ξ)dξ =

b

2
P.Ñîîòíîøåíèå (20) ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè:

c2 = 1 + 3
P0

M0
. (21)Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà õîðîøà òåì, ÷òî â åå ïðàâîé ÷àñòè îáà èíòåãðàëà, M0 è P0, íåçàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ðàñòÿæåíèÿ b è ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî:

M0 =
m
∑

i=1

ζiIi, P0 =
2m
∑

i=2

piIi, pi =
1

2

i−1
∑

j=1

ζjζi−j, Ii ≡

∞
∫

0

f i(ξ)dξ. (22)Äëÿ èíòåãðàëîâ Ii ìîæíî íàïèñàòü îáùèå �îðìóëû, îäíàêî áîëåå óäîáíûìè ïðåä-ñòàâëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
I1 = 1, Ii+1 =

2i

2i + 1
Ii. (23)



Î íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ... 992. Ñêîðîñòü c è ïàðàìåòð ðàñòÿæåíèÿ b óåäèíåííîé âîëíû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåìÑòîêñà:
c2 =

tg(2b)

2b
. (24)Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð, â [9℄. Ôîðìóëà (24)âûâîäèòñÿ ïî ñóòè òî÷íî òàê æå, êàê è äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ áåñêîíå÷íîìàëîé ñèíóñîèäàëüíîé âîëíû.Ñîîòíîøåíèå Ñòîêñà, â êîòîðîì ñêîðîñòü c òåïåðü èçâåñòíà, ìîæíî èñïîëüçîâàòüäëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà b. Ñîîòíîøåíèå íåëèíåéíî, íî ëåãêî ðàçðåøàåòñÿ èòåðà-öèÿìè. �Íàïðàøèâàåòñÿ� ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (çäåñü âåðõíèé èíäåêñ âñêîáî÷êàõ � íîìåð èòåðàöèè):

b(0) =
1

2
, b(k+1) =

1

2
arctg

{

2c2b(k)
}

. (25)Ñõîäèìîñòü ýòîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íåñëîæíî äîêàçàòü, îïèðàÿñü íà òàêèå ñâîé-ñòâà �óíêöèè arctg, êàê ñòðîãàÿ ìîíîòîííîñòü è îãðàíè÷åííîñòü.3.2. Ìîäè�èêàöèÿ �îðìóë äëÿ êîý��èöèåíòîâ ζiÒî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óåäèíåííîé âîëíû ìîæíî åùå áîëåå ïîâûñèòü ïó-òåì ìîäè�èêàöèè �îðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ζi. Ýòè ìîäè�èöèðîâàííûå�îðìóëû âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ζ1 = α − 0.75α2 + 0.6250α3 − 1.368170α4 + 1.86058α5−

−2.57419α6 + 3.4574α7 − 4.6857α8 + 2.4632α9 + 1.6375α10, (26)
ζ2 = 0.75α2 − 1.8875α3 + 3.880335α4 − 7.45135α5+

+13.28562α6 − 22.7821α7 + 37.6701α8 − 24.0901α9 − 16.0148α10, (27)
ζ3 = 1.2625α3 − 4.683036α4 + 12.76374α5 − 31.11896α6+

+68.2573α7 − 139.2777α8 + 107.3183α9 + 71.3440α10, (28)
ζ4 = 2.170871α4 − 11.41984α5 + 40.10669α6−

−116.9734α7 + 301.4404α8 − 283.2248α9 − 188.2848α10, (29)
ζ5 = 4.24687α5 − 28.42718α6 + 120.4900α7−

−411.4160α8 + 484.4142α9 + 322.0334α10, (30)
ζ6 = 8.72802α6 − 71.0571α7 + 355.0689α8 − 550.5926α9 − 366.0281α10, (31)

ζ7 = 18.6079α7 − 180.2121α8 + 406.8956α9 + 270.4999α10, (32)
ζ8 = 41.4121α8 − 179.0896α9 − 119.0568α10, (33)

ζ9 = 35.9058α9 + 23.8698α10. (34)



100 Á.Å. ÏðîòîïîïîâÒ à á ë è ö à 2. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
α 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7[5℄ ‖ δ

(a) ‖L2 0.000251 0.000307 0.000636 0.003194 0.022115 0.155249 1.207103
‖ δ

(d) ‖C 0.009956 0.006037 0.003358 0.002456 0.001995 0.001699 0.009797
‖ δ

(a) ‖L2 0.000251 0.000305 0.000511 0.001295 0.008084 0.074108 0.800902( 1.00 ) ( 1.01 ) ( 1.25 ) ( 2.47 ) ( 2.74 ) ( 2.09 ) ( 1.51 )
‖ δ

(d) ‖C 0.009956 0.006037 0.003358 0.002456 0.001996 0.001701 0.006493
‖ δ

(a) ‖L2 0.000251 0.000303 0.000424 0.000474 0.005694 0.057352 0.754567( 1.00 ) ( 1.01 ) ( 1.50 ) ( 6.74 ) ( 3.88 ) ( 2.71 ) ( 1.60 )
‖ δ

(d) ‖C 0.009956 0.006037 0.003358 0.002456 0.001995 0.001698 0.006035Âûøåïðèâåäåííûå �îðìóëû îòëè÷àþòñÿ îò îðèãèíàëüíûõ [5℄ òåì, ÷òî îñëàáëåíû(óìíîæåíû ïðèìåðíî íà 0.4) âñå êîý��èöèåíòû ïðè äåâÿòûõ ñòåïåíÿõ α è äîáàâëåíûñëàãàåìûå äåñÿòîãî ïîðÿäêà. Êîý��èöèåíòû ïðè äåñÿòûõ ñòåïåíÿõ ïðîïîðöèîíàëüíûêîý��èöèåíòàì (óæå îñëàáëåííûì) ïðè äåâÿòûõ ñ ìíîæèòåëåì, ïðèìåðíî ðàâíûì 2/3.Óêàçàííûå çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðåçóëüòà-òå ïðîáíûõ ðàñ÷åòîâ áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëîæåíèé âîñüìîãîïîðÿäêà àìïëèòóäà âîëíû îòêëîíÿåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó ïî ñðàâíåíèþ ñèñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèé äåâÿòîãî ïîðÿäêà. Âîçíèêëà åñòåñòâåííàÿ èäåÿ ëèíåéíîñêîìáèíèðîâàòü ðàçëîæåíèÿ âîñüìîãî è äåâÿòîãî ïîðÿäêîâ. À ïîñêîëüêó ïåðâûå îò-ëè÷àþòñÿ îò âòîðûõ òîëüêî îòñóòñòâèåì ñëàãàåìûõ äåâÿòîãî ïîðÿäêà, òî è óêàçàííàÿêîìáèíàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ðàçëîæåíèé äåâÿòîãî ïîðÿäêà òîëüêî îñëàáëåííûìè (óìíî-æåííûìè íà ÷èñëî îò 0 äî 1) êîý��èöèåíòàìè ïðè α9. Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýòîãîîñëàáëÿþùåãî ìíîæèòåëÿ áûëè íàéäåíû ýìïèðè÷åñêè (â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ) è îêàçà-ëèñü ðàçíûìè äëÿ ðàçíûõ àìïëèòóä. Ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõêâàäðàòîâ) ýòîé çàâèñèìîñòè ìíîæèòåëÿ îò àìïëèòóäû è ïðèâåëà ê óïîìÿíóòûì çíà-÷åíèÿì êîý��èöèåíòîâ.Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êàê òî÷íûõ ñîîòíî-øåíèé, òàê è ìîäè�èöèðîâàííûõ �îðìóë äëÿ êîý��èöèåíòîâ ζi.Ïåðâàÿ äâîéíàÿ ñòðîêà òàáë. 2 ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðîêó èç òàáë. 1 èïðèâåäåíà çäåñü äëÿ ñðàâíåíèÿ. Ñëåäóþùàÿ äâîéíàÿ ñòðîêà � ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñèñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèé [5℄ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ζi è òî÷íûõ ñîîòíîøåíèé Ñòàððàè Ñòîêñà (�îðìóë (21)�(23), (25)) äëÿ ïàðàìåòðîâ b è c. Ïîñëåäíÿÿ äâîéíàÿ ñòðîêà �ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóë (26)�(34) äëÿ êîý��èöèåíòîâ ζi è �îð-ìóë (21)�(23), (25) äëÿ ïàðàìåòðîâ b è c. Â ñêîáêàõ ïîä çíà÷åíèÿìè íîðìû àìïëèòóäíîéíåâÿçêè óêàçàíî, âî ñêîëüêî ðàç ýòî ÷èñëî ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà èç ïåðâîé(äâîéíîé) ñòðîêè.Ìîæíî âèäåòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå òî÷íûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåò-ðîâ b è c ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó óìåíüøåíèþ àìïëèòóäíîé íåâÿçêè âî âñåì ðàññìîò-ðåííîì äèàïàçîíå àìïëèòóä (êðîìå ñàìîé ìàëîé). Ïðèìåíåíèå, íàðÿäó ñ �îðìóëàìè(21)�(23), (25), ìîäè�èöèðîâàííûõ �îðìóë (26)�(34) äëÿ êîý��èöèåíòîâ åùå áîëüøåïîâûøàåò òî÷íîñòü îïÿòü æå âî âñåì ðàññìîòðåííîì äèàïàçîíå àìïëèòóä. ×òî êàñà-åòñÿ äèñïåðñèîííîé íåâÿçêè, òî åå óäàåòñÿ óìåíüøèòü ëèøü â ñëó÷àå ñàìîé áîëüøîéèç ðàññìîòðåííûõ àìïëèòóä. Ïî-âèäèìîìó, îñíîâíîé âêëàä â ýòó íåâÿçêó äàåò ÷èñëåí-íàÿ äèñïåðñèÿ, âåëè÷èíà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðàìè øàãîâ ðàñ÷åòíîé ñåòêè è íåçàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.



Î íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ... 101Çàêëþ÷åíèåÂ çàêëþ÷åíèå êðàòêî ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.1. Äëÿ ðåøåíèÿ òèïà óåäèíåííîé âîëíû óêàçàíû òðè ñïîñîáà ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íî-ãî óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Âòîðîé èç óêàçàííûõñïîñîáîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì êàê íàèáîëåå ïðîñòîé è òî÷íûé.2. Âûïîëíåíû ñðàâíèòåëüíûå ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèé âûñîêîãî ïî-ðÿäêà èç [2, 5℄. Îáíàðóæåíî, ÷òî ðàçëîæåíèÿ [5℄ ïðèâîäÿò ê ëó÷øèì õàðàêòåðèñòèêàìãåíåðèðóåìîé (÷èñëåííî) óåäèíåííîé âîëíû, ÷åì ðàçëîæåíèÿ [2℄.3. Ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óåäèíåííîé âîëíû ìîæåò áûòüñóùåñòâåííî ïîâûøåíà, åñëè ñêîðîñòü âîëíû c è ïàðàìåòð ðàñòÿæåíèÿ b îïðåäåëÿòü íåïî ðàçëîæåíèÿì èç [5℄, à ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ òî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþ-ùèõ ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû âîëíû. Ìàêñèìàëüíûé ý��åêò � óìåíüøåíèå àìïëèòóäíîéíåâÿçêè â 2.74 ðàçà â ñëó÷àå α = 0.5.4. Ïðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿ �îðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ζi, åùå áîëååïîâûøàþùàÿ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óåäèíåííîé âîëíû. Ìàêñèìàëüíûéý��åêò � â ñëó÷àå α = 0.4 àìïëèòóäíàÿ íåâÿçêà óìåíüøåíà â 6.74 ðàçà (ïî ñðàâíåíèþñ îðèãèíàëüíûìè �îðìóëàìè èç [5℄).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Miles J.W. Solitary waves // Ann. Rev. Fluid Me
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