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.ru�àçðàáîòàí è èññëåäîâàí êîëëåêòèâíûé àëãîðèòì êëàñòåðíîãî àíàëèçà. Ïðîâå-äåíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå àíñàìáëåâûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ïîïàð-íîé êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì êëàñòåðíîãî àíàëèçà, èñïîëü-çóþùèé àíñàìáëü äåðåâüåâ ðåøåíèé. Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü êëàññè�èêà-öèþ â ðàçíîòèïíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå àëãîðèòìàñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ òåñòîâûõ çàäà÷.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êëàñòåðíûé àíàëèç, êîëëåêòèâ àëãîðèòìîâ, ëîãè÷åñêàÿ ìî-äåëü, äåðåâî ðåøåíèé.ÂâåäåíèåÂ çàäà÷å êëàñòåðíîãî àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄) òðåáóåòñÿ ñ�îðìèðîâàòü ñðàâíè-òåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî ãðóïï îáúåêòîâ, êîòîðûå áûëè áû êàê ìîæíî áîëåå ñõîæèìèìåæäó ñîáîé âíóòðè êàæäîé ãðóïïû è êàê ìîæíî áîëåå ðàçëè÷àþùèìèñÿ â ðàçíûõãðóïïàõ. Èçâåñòíûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è çàâèñÿò îò ñïîñîáà ïîíèìàíèÿ �ïî-õîæåñòè� è �ðàçëè÷èÿ� îáúåêòîâ, ðàçíîãî ðîäà äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé è ò. ä.Òàê, â âåðîÿòíîñòíîì ïîäõîäå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íàáëþäàåìûå â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàí-ñòâå îáúåêòû ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êëàññàì, ïðè÷åì êàæäûé êëàññ õàðàêòåðèçóåòñÿâåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè. �åîìåòðè÷åñêèé ïîäõîäèñïîëüçóåò àíàëîãèè ñ êëàññè�èêàöèåé, êîòîðóþ ïðîâîäèò èññëåäîâàòåëü ïðè àíàëèçåèçîáðàæåíèé íà ïëîñêîñòè èëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ëîãè÷å-ñêîãî ïîäõîäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé êëàñòåð îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðîé äîñòàòî÷íîïðîñòîé ëîãè÷åñêîé çàêîíîìåðíîñòüþ.Îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ êëàñòåðíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïèðîâêà îáúåêòîâ,îïèñûâàåìûõ ðàçíîòèïíûìè (êîëè÷åñòâåííûìè èëè êà÷åñòâåííûìè) �àêòîðàìè. Â ñëó-÷àå ðàçíîòèïíîãî ïðîñòðàíñòâà âîçíèêàåò ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ âíåì ìåòðèêè.Äðóãàÿ àêòóàëüíàÿ ïðîáëåìà � ïîâûøåíèå óñòîé÷èâîñòè ãðóïïèðîâî÷íûõ ðåøåíèé.Â áîëüøèíñòâå àëãîðèòìîâ êëàñòåðíîãî àíàëèçà ðåçóëüòàòû ìîãóò ñèëüíî ìåíÿòüñÿâ çàâèñèìîñòè îò âûáîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïîðÿäêà îáúåêòîâ, ïàðàìåòðîâ ðàáîòûàëãîðèòìà è ò. ï.Íàêîíåö, îïðåäåëåííóþ òðóäíîñòü âûçûâàåò íåîäíîçíà÷íîñòü íóìåðàöèè êëàñòåðîâ,îñîáåííî â ñëó÷àå áîëüøîãî ÷èñëà êëàññîâ. Ïîñêîëüêó íîìåðà êëàñòåðîâ íå èãðàþò
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Ïîñòðîåíèå àíñàìáëÿ äåðåâüåâ ðåøåíèé â êëàñòåðíîì àíàëèçå 41ðîëè, óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ïîïàðíóþ êëàññè�èêàöèþ, ò. å. îïðåäåëÿòü, îòíîñèòñÿ ëèêàæäàÿ ïàðà îáúåêòîâ ê îäíîìó è òîìó æå êëàññó ëèáî ê ðàçíûì êëàññàì.Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ êëàñòåðíîãî àíàëèçà â ðàçíî-òèïíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ëîãè÷åñêèõ ðåøàþùèõ �óíêöè-ÿõ (ëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ). Ëîãè÷åñêèå ìîäåëè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ðàñïîçíàâàíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ [3 � 5℄. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ õîðîøåé èíòåðïðåòèðóåìî-ñòüþ ðåçóëüòàòîâ, èìåþùèõ âèä ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé, âûñîêîé ïðîãíîçèðóþ-ùåé ñïîñîáíîñòüþ, âîçìîæíîñòüþ îáðàáàòûâàòü ðàçíîòèïíûå ïåðåìåííûå, âûäåëÿòüíàèáîëåå âàæíûå �àêòîðû. �àçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ëîãè÷åñêèõ ìîäåëåéêëàñòåðíîãî àíàëèçà áûëa ïîñâÿùåíà, íàïðèìåð, ðàáîòà [6℄. Âïåðâûå àëãîðèòì êëà-ñòåðíîãî àíàëèçà ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîãè÷åñêèõ ðåøàþùèõ �óíêöèé áûë ïðåäëîæåíâ [7℄. Â ðàáîòå [8℄ áûë îïèñàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ëîãè÷åñêîé �óíêöèè â çàäà÷å êëà-ñòåðíîãî àíàëèçà, îñíîâàííûé íà ðåêóðñèâíîì àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ðåøåíèé.Ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïóòåì óâåëè÷åíèÿ ãëóáèíû ïåðåáîðà íàõîäèòü áîëåå ñëîæíûåëîãè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè, îïèñûâàþùèå ñòðóêòóðó êëàñòåðîâ.Èçâåñòíî, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé â êëàñòåðíîì àíàëèçå ìîæåò áûòü ïîâûøåíàïóòåì ïðèìåíåíèÿ àíñàìáëåé àëãîðèòìîâ (ñì, íàïðèìåð, [9, 10℄). Ïðè ýòîì èñïîëüçó-þòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàçëè÷íûìè àëãîðèòìàìè èëè îäíèì àëãîðèòìîì, íî ñðàçíûìè ïàðàìåòðàìè íàñòðîéêè, ïî ðàçëè÷íûì ïîäñèñòåìàì ïåðåìåííûõ è ò. ä. Ïî-ñëå ïîñòðîåíèÿ àíñàìáëÿ íàõîäèòñÿ èòîãîâîå êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿêîëëåêòèâíûõ ðåøåíèé, îñíîâàííûõ íà êîìáèíàöèè ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ, àêòèâíî èñ-ïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííîé òåîðèè è ïðàêòèêå èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ, ðàñ-ïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, àëãîðèòìû îöåíîê [11℄, àëãîðèò-ìû áýããèíãà [12℄, áóñòèíãà [13℄ è äð.). Òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç àëãîðèòìîâ êîëëåêòèâíîéêëàññè�èêàöèè (ñì., íàïðèìåð, [12, 14, 15℄) ïîêàçûâàåò, ÷òî êà÷åñòâî ðåøåíèé, êàê ïðà-âèëî, óëó÷øàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà àëãîðèòìîâ, âõîäÿùèõ â àíñàìáëü.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ:1 � òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå àëãîðèòìîâ àíñàìáëåâîãî êëàñòåðíîãî àíàëèçà, îñ-íîâàííûõ íà ïîïàðíîé êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ;2 � îïèñàíèå ìåòîäèêè, èñïîëüçóþùåé ñî÷åòàíèå ëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé êëàññè�èêà-öèè è àíñàìáëåâûõ àëãîðèòìîâ;3 � ïðàêòè÷åñêîå ïîäòâåðæäåíèå ý��åêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè.Ìàòåðèàë ñòàòüè èçëîæåí â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå. Â ïåðâîì ðàçäåëå äàþòñÿ îñíîâíûåîïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå, ïðîâîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèåý��åêòèâíîñòè àíñàìáëåâûõ àëãîðèòìîâ. Âî âòîðîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ïî-ñòðîåíèÿ ëîãè÷åñêèõ ðåøàþùèõ �óíêöèé (äåðåâüåâ ãðóïïèðîâî÷íûõ ðåøåíèé) â êëà-ñòåðíîì àíàëèçå, ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ êîëëåêòèâíîãî ãðóïïèðîâî÷íîãîðåøåíèÿ. Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ è òåñòî-âûõ çàäà÷. Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå âûâîäû ðàáîòû.1. Àíñàìáëåâûé êëàñòåðíûé àíàëèç ñ èñïîëüçîâàíèåìïîïàðíîé êëàññè�èêàöèèÏóñòü èìååòñÿ âûáîðêà îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ s = {o(1), . . . , o(N)}, êîòîðàÿ ñ�îðìèðî-âàíà â ðåçóëüòàòå îòáîðà íåêîòîðûõ ïðåäñòàâèòåëåé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Òðå-áóåòñÿ ñ�îðìèðîâàòü K ≥ 2 êëàññîâ (ãðóïï îáúåêòîâ); ÷èñëî êëàññîâ ìîæåò áûòü êàê



42 Â.Á. Áåðèêîâçàäàíî, òàê è íå çàäàíî (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ äîëæíîáûòü îïðåäåëåíî àâòîìàòè÷åñêè).Êàæäûé îáúåêò ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íàáîðà ïåðå-ìåííûõ X = X1, . . . , Xn. Íàáîð X ìîæåò âêëþ÷àòü ïåðåìåííûå ðàçíûõ òèïîâ (êîëè-÷åñòâåííûå è êà÷åñòâåííûå, ïîä êîòîðûìè áóäåì ïîíèìàòü íîìèíàëüíûå è áóëåâû, àòàêæå ïîðÿäêîâûå). Ïóñòü Dj � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïåðåìåííîé Xj . Îáîçíà÷èì ÷å-ðåç x = X(o) íàáîð íàáëþäåíèé ïåðåìåííûõ äëÿ îáúåêòà o, ãäå X(o) = (x1, . . . , xn),
xj = Xj(o) � çíà÷åíèå ïåðåìåííîé Xj äëÿ äàííîãî îáúåêòà, j = 1, . . . , n. Ñîîòâåò-ñòâóþùèé âûáîðêå íàáîð íàáëþäåíèé ïåðåìåííûõ áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàáëèöûäàííûõ ñ N ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ñêðûòàÿ (íåïîñðåäñòâåííî íå íàáëþäàåìàÿ)ïåðåìåííàÿ Y , êîòîðàÿ çàäàåò ïðèíàäëåæíîñòü êàæäîãî îáúåêòà ê íåêîòîðîìó èç K ≥ 2êëàññîâ. Êàæäûé êëàññ õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûì çàêîíîì óñëîâíîãî ðàñïðåäåëå-íèÿ p(x|Y = k) = pk(x), k = 1, . . . , K. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëüãåíåðàöèè äàííûõ. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî îáúåêòà îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ, ê êîòîðîìó îí îò-íîñèòñÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ àïðèîðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè Pk = P(Y = k), k = 1, . . . , K,ãäå K

∑

k=1

Pk = 1. Çàòåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì pk(x) îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå x.Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ïðîâîäèòñÿ íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîãî îáúåêòà.Ïóñòü ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî àëãîðèòìà êëàñòåðíîãî àíàëèçà µ ïî òàáëèöå äàííûõñòðîèòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ s íà K ïîäìíîæåñòâ. Ïîä ãðóïïèðîâî÷íûì ðå-øåíèåì áóäåì ïîíèìàòü íàáîðG = {C(1), . . . , C(k), . . . , C(K)}, ãäå C(k) = {o(i1), . . . , o(iNk
)},

Nk � ÷èñëî îáúåêòîâ, âõîäÿùèõ â k-é êëàñòåð, k = 1, . . . , K. �ðóïïèðîâî÷íîé ðåøàþùåé�óíêöèåé íàçîâåì îòîáðàæåíèå f : s → {1, . . . , K}.Ïîñêîëüêó íóìåðàöèÿ êëàñòåðîâ íå èãðàåò ðîëè, óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèåýêâèâàëåíòíîñòè, ò. å. óêàçûâàòü, îòíîñèò ëè àëãîðèòì µ êàæäóþ ïàðó îáúåêòîâ â îäèíè òîò æå êëàññ ëèáî â ðàçíûå êëàññû. Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé ïàðû o(i) è o(j) âåëè÷èíó
hµ, o(i), o(j) =

{

0, åñëè îáúåêòû îòíåñåíû â îäèí êëàññ,
1, èíà÷å, (1)ãäå i, j = 1, . . . , N , i 6= j.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó a, b ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ âûáîðêè. Îáîçíà÷èì ñîîò-âåòñòâóþùèå íàáëþäåíèÿ ÷åðåç xa è xb.Ïóñòü PY = P(Y (a) 6= Y (b)) � âåðîÿòíîñòü îòíåñåíèÿ îáúåêòîâ ê ðàçëè÷íûì êëàñ-ñàì. Íàïðèìåð, ïðè K = 2 óêàçàííàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

PY = 1 − P(Y (a) = 1|xa)P(Y (b) = 1|xb)−

−P(Y (a) = 2|xa)P(Y (b) = 2|xb) = 1 −

2
∑

k=1

pk(xa)pk(xb)P
2
k

p(xa)p(xb)
,ãäå p(xo) =

2
∑

k=1

pk(xo)Pk, o = a, b.Îáîçíà÷èì âåðîÿòíîñòü îøèáêè, êîòîðóþ ìîæåò ñîâåðøèòü àëãîðèòì µ ïðè êëàññè-�èêàöèè a è b, ÷åðåç Per, µ,
Per, µ =

{

PY , åñëè hµ, a, b = 0,
1 − PY , åñëè hµ, a, b = 1.



Ïîñòðîåíèå àíñàìáëÿ äåðåâüåâ ðåøåíèé â êëàñòåðíîì àíàëèçå 43Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî
Per, µ = (1 − hµ, a, b)PY + hµ, a, b(1 − PY ) = PY + (1 − 2PY )hµ, a, b. (2)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãîðèòì µ çàâèñèò îò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ Θ ∈ Θ,ãäå Θ � íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ: µ = µ(Θ). Íàïðèìåð, â àëãîðèò-ìå k-ñðåäíèõ ðåçóëüòàòû ðàáîòû çàâèñÿò îò ñëó÷àéíîãî èñõîäíîãî ðàçáèåíèÿ âûáîðêèíà K ïîäìíîæåñòâ. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû îò ïàðàìåòðà

Θ, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ hµ(Θ), a, b = h(Θ), Per, µ(Θ) = Per(Θ).Ïóñòü â ðåçóëüòàòå L-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà µ ñî ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìîîòîáðàííûìè ïàðàìåòðàìè θ1, . . . , θL ïîëó÷åí íàáîð ðåøåíèé h(θ1), . . . , h(θL). Äëÿ îïðå-äåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî L � íå÷åòíî. Êîëëåêòèâíûì (àíñàìáëåâûì) ðåøåíèåìïî áîëüøèíñòâó ãîëîñîâ áóäåì íàçûâàòü �óíêöèþ
H(h(θ1), . . . , h(θL)) =











0, åñëè 1

L

L
∑

l=1

h(θl) <
1

2
,

1, èíà÷å.Èíòåðåñíî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå êîëëåêòèâíîãî ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ìîùíî-ñòè àíñàìáëÿ L. Çàìåòèì, ÷òî îäèíî÷íûé àëãîðèòì µ(Θ) òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê âûðîæäåííûé ñëó÷àé àíñàìáëÿ ñ L = 1.Óòâåðæäåíèå 1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû âåðîÿòíîñòèîøèáêè äëÿ àëãîðèòìà µ(Θ) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
EΘPer(Θ) = PY + (1 − 2PY )Ph,

VarΘPer(Θ) = (1 − 2PY )2Ph(1 − Ph),ãäå Ph = P(h(Θ) = 1).Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëå-äóåò èç (2) è èç òîãî, ÷òî EΘh(Θ) = Ph. �àññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè. Ïîîïðåäåëåíèþ, VarΘPer(Θ) = EΘP 2
er(Θ) − (EΘPer(Θ))2. Äàëåå,

EΘP 2
er(Θ) = EΘ(PY + (1 − 2PY )h(Θ))2 =

= EΘ(P 2
Y + 2PY (1 − 2PY )h(Θ) + (1 − 2PY )2h(Θ)2).Òàê êàê EΘh2(Θ) = EΘh(Θ) = Ph, òî ïîëó÷èì

EΘP 2
er(Θ) = P 2

Y + 2(1 − 2PY )PY Ph + Ph(1 − 2PY )2 =

= P 2
Y + (1 − 2PY )Ph(2PY + 1 − 2PY ) = P 2

Y + (1 − 2PY )Ph.Îòñþäà
VarΘPer(Θ) = P 2

Y + (1 − 2PY )Ph − (PY + (1 − 2PY )Ph)
2.Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

VarΘPer(Θ) = (1 − 2PY )2Ph(1 − Ph),÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.



44 Â.Á. ÁåðèêîâÎáîçíà÷èì ÷åðåç Per(Θ1, . . . , ΘL) ñëó÷àéíóþ �óíêöèþ, çíà÷åíèå êîòîðîé ïðè �èê-ñèðîâàííûõ àðãóìåíòàõ ðàâíî âåðîÿòíîñòè îøèáêè, êîòîðóþ ìîæåò ñîâåðøàòü àíñàì-áëåâûé àëãîðèòì ïðè êëàññè�èêàöèè a è b. Çäåñü Θ1, . . . , ΘL � ñòàòèñòè÷åñêèå êîïèèñëó÷àéíîãî âåêòîðà Θ. �àññìîòðèì ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè îøèáêè äëÿ êîëëåêòèâíîãîðåøåíèÿ.Óòâåðæäåíèå 2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû âåðîÿòíîñòèîøèáêè äëÿ êîëëåêòèâíîãî ðåøåíèÿ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
EΘ1,...,ΘL

Per(Θ1, . . . , ΘL) = PY + (1 − 2PY )PH,L,

VarΘ1,...,ΘL
Per(Θ1, . . . , ΘL) = (1 − 2PY )2PH,L(1 − PH,L),ãäå PH,L = P

(

1

L

L
∑

l=1

h(θl) ≥
1

2

)

=
L
∑

l=⌈L
2
⌉+1

C l
LP l

h(1 − Ph)
L−l, ⌈·⌉ îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü÷èñëà.Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1(âåðîÿòíîñòü îøèáêè êîëëåêòèâíîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå, àíàëîãè÷íîé�îðìóëå (2)). Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ãîëîñîâ, îòäàííûõ çà ðåøåíèå

h = 1, ÿâëÿåòñÿ áèíîìèàëüíûì Bin(L, Ph).Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé àïðèîðíîé èí�îðìàöèåé îá àëãîðèòìå êëàñòåðíîãî àíà-ëèçà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îæèäàåìàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîé êëàññè�èêàöèè EΘPer(Θ) <
1

2
, ò. å. îæèäàåòñÿ, ÷òî àëãîðèòì µ ïðîâîäèò êëàññè�èêàöèþ ñ ëó÷øèì êà÷åñòâîì, ÷åìàëãîðèòì ñëó÷àéíîãî ðàâíîâåðîÿòíîãî âûáîðà. Èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî âûïîë-íÿåòñÿ îäèí èç äâóõ âàðèàíòîâ: à) Ph >

1

2
è PY >

1

2
; á) Ph <

1

2
è PY <

1

2
. �àññìîòðèì,äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïåðâûé ñëó÷àé.Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè EΘPer(Θ) <

1

2
è ïðè ýòîì Ph >

1

2
è PY >

1

2
, òî ñ óâåëè÷åíèåììîùíîñòè àíñàìáëÿ îæèäàåìàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîé êëàññè�èêàöèè óìåíüøàåòñÿ,ñòðåìÿñü â ïðåäåëå ê âåëè÷èíå 1 − PY , à äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû âåðîÿòíîñòè îøèáêèñòðåìèòñÿ ê íóëþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Ìóàâðà�Ëàïëàñà ñëåäóåò, ÷òî ïðè óâåëè-÷åíèè L âåëè÷èíà

PH,L = 1 − P

(

1

L

L
∑

l=1

h(Θl) <
1

2

)ñòðåìèòñÿ ê
1 − Φ

(

1/2 − Ph
√

Ph(1 − Ph)/L

)

,ãäå Φ(·) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà. Çíà÷èò, ïðè
L → ∞ PH,L ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ, ñòðåìÿñü â ïðåäåëå ê 1. Èç òîãî ÷òî

EΘ1,...,ΘL
Per(Θ1, . . . , ΘL) = PY + (1 − 2PY )PH,L,ãäå (1 − 2PY ) < 0, è èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 3.Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå á) îæèäàåìàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðè óâåëè÷åíèè ìîùíîñòèàíñàìáëÿ òàêæå óìåíüøàåòñÿ, ñòðåìÿñü â ïðåäåëå ê âåëè÷èíå PY ; ïðè ýòîì äèñïåðñèÿîøèáêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.



Ïîñòðîåíèå àíñàìáëÿ äåðåâüåâ ðåøåíèé â êëàñòåðíîì àíàëèçå 45Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè îïðå-äåëåííûõ âïîëíå åñòåñòâåííûõ óñëîâèé ïðèìåíåíèå àíñàìáëÿ ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü êà-÷åñòâî êëàñòåðèçàöèè.2. Ëîãè÷åñêèå ìîäåëè â êëàñòåðíîì àíàëèçå�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê çàäà÷å êëàñòåðíîãî àíàëèçà. Ïîä ëî-ãè÷åñêîé ìîäåëüþ ãðóïïèðîâêè äàííûõ áóäåì ïîíèìàòü äåðåâî, â êîòîðîì âíóòðåííåéâåðøèíå (óçëó) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ Xj, à âåòâÿì, âûõîäÿùèì èç äàí-íîé âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóåò èñòèííîñòü îïðåäåëåííîãî âûñêàçûâàíèÿ âèäà Xj(o) ∈ E
(i)
j ,ãäå o � íåêîòîðûé îáúåêò, i = 1, . . . , v, v ≥ 2 � ÷èñëî âåòâåé, âûõîäÿùèõ èç âåðøè-íû, ïðè÷åì íàáîð E

(1)
j , . . . , E

(v)
j åñòü ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé Dj. Êàæäîìó m-ìóëèñòó (êîíöåâîé âåðøèíå) äåðåâà ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïà îáúåêòîâ âûáîðêè, óäîâëåòâîðÿ-þùèõ öåïî÷êå âûñêàçûâàíèé, ïðîâåðÿåìûõ ïî ïóòè èç êîðíåâîé âåðøèíû â ýòîò ëèñò.Äàííîé öåïî÷êå ìîæíî ñîïîñòàâèòü ëîãè÷åñêîå óòâåðæäåíèå âèäà

J(m) = åñëè Xj1(o) ∈ E
(i1)
j1

è Xj2(o) ∈ E
(i2)
j2

è . . . è Xjqm
(o) ∈ E

(iqm )
jqm

,òî îáúåêò o îòíîñèòñÿ ê m-é ãðóïïå,ãäå qm � äëèíà äàííîé öåïî÷êè. Îïèñàííîå äåðåâî áóäåì íàçûâàòü ãðóïïèðîâî÷íûìäåðåâîì ðåøåíèé.Ïîñëå ãðóïïèðîâêè îáúåêòîâ íåêîòîðûì àëãîðèòìîì ìîæíî ñòðîèòü ëîãè÷åñêóþ ìî-äåëü, ò. å. ðåøàòü çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ â êëàññå ëîãè÷åñêèõ ðåøàþùèõ �óíê-öèé, ãäå ïîä îáðàçàìè ïîíèìàþòñÿ íîìåðà êëàñòåðîâ, ïðèïèñàííûå îáúåêòàì. Îäíà-êî àëãîðèòì, â êîòîðîì ãðóïïèðîâêà îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðè ïîñòðîåíèèëîãè÷åñêîé ìîäåëè, ïîçâîëÿåò â íàèëó÷øåé ñòåïåíè îòðàçèòü ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðóäàííûõ.2.1. Ïîñòðîåíèå ãðóïïèðîâî÷íîãî äåðåâà ðåøåíèé�àññìîòðèì äåðåâî ðåøåíèé ñ M ëèñòüÿìè. Ýòîìó äåðåâó ñîîòâåòñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèåïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ íà M ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé E(1), . . . , E(M),ïðè êîòîðîì êàæäîìó m-ìó ëèñòó ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïîäîáëàñòü E(m), m = 1, . . . , M . �àç-áèåíèþ ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå âûáîðêè íàïîäìíîæåñòâà C(1), . . . , C(M). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãðóïïó îáúåêòîâ C(m). Îïèñà-íèåì ýòîé ãðóïïû íàçîâåì ñëåäóþùóþ êîíúþíêöèþ âûñêàçûâàíèé:
H(C(m)) = X1 ∈ T

(m)
1 è . . . è Xj ∈ T

(m)
j è . . . è Xn ∈ T (m)

n ,ãäå T
(m)
j � îòðåçîê [ min

o∈C(m)
Xj(o); max

o∈C(m)
Xj(o)

] â ñëó÷àå êîëè÷åñòâåííîé èëè ïîðÿäêîâîéïåðåìåííîé Xj ëèáî ìíîæåñòâî ïðèíèìàåìûõ çíà÷åíèé {Xj(o)| o ∈ C(m)} â ñëó÷àåêà÷åñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïîäîáëàñòü ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ T (m) = T
(m)
1 ×· · ·×T

(m)
n ,ñîîòâåòñòâóþùóþ îïèñàíèþ ãðóïïû, íàçîâåì m-ì òàêñîíîì.Îòíîñèòåëüíîé ìîùíîñòüþ (îáúåìîì) j-é ïðîåêöèè òàêñîíà T íàçîâåì âåëè÷èíó

δj =
|Tj|

|Dj|
,



46 Â.Á. Áåðèêîâãäå ÷åðåç |Tj| îáîçíà÷åíà äëèíà èíòåðâàëà (â ñëó÷àå êîëè÷åñòâåííîé èëè ïîðÿäêîâîéïåðåìåííîé Xj) ëèáî ìîùíîñòü (÷èñëî çíà÷åíèé) ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîæåñòâà âñëó÷àå êà÷åñòâåííîé ïåðåìåííîé Xj , j = 1, . . . , n. Ïîä îáúåìîì òàêñîíà áóäåì ïîíèìàòüâåëè÷èíó
VT =

n
∏

j=1

δj.Ïîä êðèòåðèåì êà÷åñòâà ãðóïïèðîâêè ïðè çàäàííîì ÷èñëå êëàñòåðîâ áóäåì ïîíè-ìàòü ñóììàðíûé îáúåì òàêñîíîâ
∆ =

M
∑

m=1

VT (m).Îïòèìàëüíîé ãðóïïèðîâêîé áóäåì ñ÷èòàòü ãðóïïèðîâêó, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå äàííîãîêðèòåðèÿ ìèíèìàëüíî. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà âñå ïåðåìåííûå êîëè÷åñòâåííûå,ìèíèìèçàöèÿ êðèòåðèÿ îçíà÷àåò ìèíèìèçàöèþ ñóììàðíîãî îáúåìà ìíîãîìåðíûõ ïà-ðàëëåëåïèïåäîâ, �îõâàòûâàþùèõ� ãðóïïû. Åñëè æå ÷èñëî êëàñòåðîâ çàðàíåå íå çàäàíî,ïîä êðèòåðèåì êà÷åñòâà áóäåì ïîíèìàòü âåëè÷èíó [5℄
F = ∆ + γ

M

N
,ãäå γ > 0 � íåêîòîðûé çàäàííûé ïàðàìåòð, ïîäáèðàåìûé ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïðè ìè-íèìèçàöèè ýòîãî êðèòåðèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîëó÷àåì òàêñîíû ìèíèìàëüíîãî îáúåìà,ñ äðóãîé � ñòðåìèìñÿ óìåíüøèòü ÷èñëî ýòèõ òàêñîíîâ.Â óçëàõ äåðåâà èñïîëüçîâàí ñàìûé ïðîñòîé âèä ïðåäèêàòà. Ïðè óâåëè÷åíèè ñëîæíî-ñòè ïðåäèêàòà (íàïðèìåð, ïðè ïðîâåðêå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïå-ðåìåííûõ) óâåëè÷èâàåòñÿ ñëîæíîñòü êëàññà ðàçáèåíèé ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ. Îä-íàêî â äàííîé ðàáîòå òàêàÿ âîçìîæíîñòü íå èñïîëüçóåòñÿ, òàê êàê ëèøü â ñëó÷àå, êîãäàðåøàþùàÿ �óíêöèÿ çàäàíà â âèäå íàáîðà êîíúþíêöèé ïðîñòûõ ïðåäèêàòîâ, ðåçóëü-òàòû àíàëèçà ïðåäñòàâëÿþòñÿ íà ÿçûêå, áëèçêîì ê åñòåñòâåííîìó ÿçûêó ëîãè÷åñêèõñóæäåíèé.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ îïèñàííûé â ðàáîòå [3℄ ìåòîä ïîñëåäî-âàòåëüíîãî âåòâëåíèÿ LRP èëè ðåêóðñèâíûé R-ìåòîä [16℄. Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìàLRP íåêîòîðàÿ ãðóïïà îáúåêòîâ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âèñÿ÷åé âåðøèíå äåðåâà, ðàçäåëÿåò-ñÿ íà äâå íîâûõ ïîäãðóïïû. �àçäåëåíèå ïðîèñõîäèò ñ ó÷åòîì êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ãðóï-ïèðîâêè, ò. å. ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììàðíûé îáúåì ïîëó÷åííûõ òàêñîíîâ. Ïåðñïåêòèâíîéäëÿ äàëüíåéøåãî âåòâëåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé îòíîñèòåëüíûé îáúåì ñî-îòâåòñòâóþùåãî òàêñîíà áîëüøå, ÷åì çàäàííûé ïàðàìåòð. �àçäåëåíèå ïðîäîëæàåòñÿäî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ áîëåå ïåðñïåêòèâíûõ âåðøèí ëèáî íå áóäåò ïîëó÷å-íî çàäàííîå ÷èñëî ãðóïï. Â ñëó÷àå ñëîæíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè ìåòîäïîñëåäîâàòåëüíîãî âåòâëåíèÿ, êàê ïðàâèëî, íå ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü óäîâëåòâîðèòåëüíî-ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû, èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî äëÿ âûÿâëåíèÿñòðóêòóðû ðàçáèåíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè äåðåâà ðåøåíèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îäíîâðå-ìåííî íåñêîëüêî ïåðåìåííûõ, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âåòâëåíèè. Â ýòîìñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ðåêóðñèâíûé ìåòîä. Äëÿ äàííîãî ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿâòîðîé âàðèàíò êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ãðóïïèðîâêè F , äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî ãðóïï çàðàíååíå çàäàíî. Ñóòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:



Ïîñòðîåíèå àíñàìáëÿ äåðåâüåâ ðåøåíèé â êëàñòåðíîì àíàëèçå 47� ñòðîèòñÿ �íà÷àëüíîå� äåðåâî ñ êîðíåâîé âåðøèíîé B è ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì÷èñëîì äî÷åðíèõ âåðøèí, äëÿ êîòîðîãî çàòåì ðåêóðñèâíûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ (ëîêàëü-íî) îïòèìàëüíûå ïî çàäàííîìó êðèòåðèþ ïîääåðåâüÿ;� ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîå îáúåäèíåíèå òåõ äî÷åðíèõ äëÿ B âåðøèí, êîòîðûåïðè îáúåäèíåíèè è ðåêóðñèâíîì ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî (ëîêàëüíî) îïòèìàëü-íîãî ïîääåðåâà äàþò íàèëó÷øåå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ.Ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà ðåêóðñèâíîé âëîæåííîñòè çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì R. Ïóòåìóâåëè÷åíèÿ R ìîæíî óâåëè÷èâàòü ãëóáèíó ïåðåáîðà âàðèàíòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ó÷èòû-âàòü áîëåå ñëîæíûå çàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè (ïðè ýòîì âîçðàñòàþò âðåìÿ ðà-áîòû è òðåáóåìûé îáúåì ïàìÿòè). Ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì îáëàäàåò ïîëèíîìèàëüíîéòðóäîåìêîñòüþ. Îòëè÷èòåëüíàÿ ÷åðòà àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàðàíåå ÷èñëî âåò-âåé, âûõîäÿùèõ èç êàæäîé âåðøèíû, íå �èêñèðóåòñÿ, à èùåòñÿ èõ îïòèìàëüíîå ÷èñëî.Êðîìå òîãî, äëÿ àëãîðèòìà õàðàêòåðíî, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè �íà÷àëüíîãî� äåðåâà îáðà-çóþòñÿ òàêñîíû íåáîëüøîãî îáúåìà, êîòîðûå çàòåì �ñëèâàþòñÿ� â îäèí èëè â íåñêîëüêîáîëåå îáúåìíûõ òàêñîíîâ òàê, ÷òîáû óëó÷øèòü êðèòåðèé êà÷åñòâà ãðóïïèðîâêè.2.2. Ïîñòðîåíèå êîëëåêòèâíîãî ãðóïïèðîâî÷íîãî ðåøåíèÿÏóñòü ïîëó÷åí íàáîð ãðóïïèðîâî÷íûõ ðåøåíèé G = {G(1), . . . , G(l), . . . , G(L)}, ãäå G(l) �
l-é âàðèàíò ãðóïïèðîâêè, ñîäåðæàùèé K(l) êëàñòåðîâ. Êàæäûé l-é âàðèàíò �îðìèðóåò-ñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ãðóïïèðîâî÷íîãî äå-ðåâà ðåøåíèé â ñëó÷àéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèéàëãîðèòì ÷åðåç µl).Ïîëó÷åííûé íàáîð ãðóïïèðîâî÷íûõ ðåøàþùèõ �óíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç f =
{f (1), . . . , f (L)}. Ñîãëàñóþùåé �óíêöèåé íàçîâåì îòîáðàæåíèå f → g, ãäå g � íåêîòîðàÿãðóïïèðîâî÷íàÿ ðåøàþùàÿ �óíêöèÿ.Äëÿ âûáîðà íàèëó÷øåé ñîãëàñóþùåé �óíêöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûåïðèíöèïû. Òàê, â ðàáîòå [9℄ ïðåäëàãàåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìèçàöèè êîëè÷åñòâà âçàèìíîéèí�îðìàöèè, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê èòîãîâîé ãðóïïèðîâêå ñ ó÷åòîì èñõîäíûõ ãðóïïèðî-âî÷íûõ ðåøåíèé. Èñïîëüçóåì èçâåñòíûé ïðèíöèï, îñíîâàííûé íà íàõîæäåíèè ñîãëàñî-âàííîé ìàòðèöû ïîäîáèÿ (èëè ðàçëè÷èÿ) îáúåêòîâ.Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(l) áèíàðíóþ ìàòðèöó h(l) = {h(l)(i, j)} ðàçìåðíîñòè N × N , êîòî-ðàÿ ââîäèòñÿ äëÿ l-é ãðóïïèðîâêè, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h(l)(i, j) = hµl, o
(i), o(j) ,ãäå âåëè÷èíà hµl, o

(i), o(j) ââåäåíà â ðàçäåëå 1 (ñì. �îðìóëó (1)), i, j = 1, . . . , N (i 6=
j), l = 1, . . . , L. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ L ãðóïïèðîâî÷íûõ ðåøåíèé ìîæíî ñ�îðìèðîâàòüñîãëàñîâàííóþ ìàòðèöó ðàçëè÷èé H = {H(i, j)},

H(i, j) =
1

L

L
∑

l=1

h(l)(i, j),Âåëè÷èíà H(i, j) ðàâíà ÷àñòîòå êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ o(i) è o(j) â ðàçíûå ãðóïïû âíàáîðå ãðóïïèðîâîê G. Áëèçêîå ê íóëþ çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû îçíà÷àåò, ÷òî äàííûåîáúåêòû èìåþò áîëüøîé øàíñ ïîïàäàíèÿ â îäíó è òó æå ãðóïïó, áëèçêîå ê åäèíèöå �óêàçûâàåò íà òî, ÷òî øàíñ îêàçàòüñÿ â îäíîé ãðóïïå ó îáúåêòîâ íåçíà÷èòåëåí.



48 Â.Á. ÁåðèêîâÏîñëå âû÷èñëåíèÿ ñîãëàñîâàííîé ìàòðèöû ðàçëè÷èé äëÿ íàõîæäåíèÿ èòîãîâîãî âà-ðèàíòà ãðóïïèðîâêè áóäåì ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûé àãëîìåðàòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿäåíäðîãðàììû, êîòîðûé â êà÷åñòâå âõîäíîé èí�îðìàöèè èñïîëüçóåò ïîïàðíûå ðàññòî-ÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè [2℄. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãðóïïàìè áóäåì îïðåäåëÿòüïî ïðèíöèïó �ñðåäíåé ñâÿçè�, ò. å. êàê ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèéìåæäó îáúåêòàìè, âõîäÿùèìè â ãðóïïû.3. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå àíñàìáëåâîãîàëãîðèòìàÄëÿ îïðåäåëåíèÿ êà÷åñòâà àëãîðèòìà áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîöåäóðà ñòàòèñòè÷åñêîãî ìî-äåëèðîâàíèÿ. Ïðîöåäóðà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:� ìíîãîêðàòíîå ãåíåðèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âûáîðîê â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì ðàñ-ïðåäåëåíèåì äëÿ êàæäîãî êëàññà;� ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ñîãëàñîâàííîãî ãðóïïèðîâî÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿêàæäîé âûáîðêè;� îïðåäåëåíèå êà÷åñòâà ãðóïïèðîâêè;� íàõîæäåíèå óñðåäíåííîãî ïî âñåì âûáîðêàì ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåðåâüåâ èñïîëüçîâàëñÿ ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ñ ïàðàìåòðàìè
R = 1, γ = 1. Óñðåäíåíèå ïðîâîäèëîñü ïî 100 ñëó÷àéíûì âûáîðêàì, ÿâëÿþùèìèñÿ ðå-àëèçàöèÿìè ñìåñè óêàçàííûõ ðàñïðåäåëåíèé. Êà÷åñòâî ãðóïïèðîâêè P
or îïðåäåëÿåòñÿêàê ÷àñòîòà ïðàâèëüíîé êëàññè�èêàöèè. Îöåíèâàëñÿ 95%-é äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàëäëÿ âåðîÿòíîñòè ïðàâèëüíîé êëàññè�èêàöèè. Íèæå äàíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿäëÿ òðåõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.Ïðèìåð 1. �àñïðåäåëåíèå äëÿ êàæäîãî èç K = 2 êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûìíîðìàëüíûì ñ îäíîé è òîé æå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σ. Âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõîæèäàíèé äëÿ êàæäîãî êëàññà âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî èç ìíîæåñòâà âåðøèí åäèíè÷íîãîãèïåðêóáà; êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé: Σ = σI, ãäå σ ïðèíèìà-åò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0.1; 0.2; 0.3; 0.4}. Èç îáùåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ 50 ÿâëÿþò-ñÿ êîëè÷åñòâåííûìè (èõ íîìåðà âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíî), à 50 � áóëåâûìè. Äëÿ áóëå-âûõ ïåðåìåííûõ èñõîäíûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë,îêðóãëÿþòñÿ äî áëèæàéøåãî öåëîãî èç ìíîæåñòâà {0; 1}. Îáúåì âûáîðêè äëÿ ïåðâîãîè âòîðîãî êëàññîâ ðàâåí 25. ×èñëî äåðåâüåâ â àíñàìáëå çàäàíî L = 10; êàæäîå äåðåâîñòðîèòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 2. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïîëó÷åííûõïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ óêàçàíû àíàëîãè÷íûå óñðåäíåííûå ïîêàçàòåëèäëÿ îäèíî÷íûõ äåðåâüåâ. Íà ãðà�èêàõ òàêæå îòìå÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå äîâåðèòåëü-íûå èíòåðâàëû. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïðèìåíåíèå àíñàìáëÿ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííîóëó÷øèòü êà÷åñòâî ãðóïïèðîâêè ïðè óñëîâèè, ÷òî êëàññû íå î÷åíü ñèëüíî ïåðåñåêàþò-ñÿ (ïðè σ ≤ 0.3).Ïðèìåð 2. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, ÷èñëî êëàññîâ K = 3; äëÿ êîëè÷å-ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ âåêòîðû ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëÿ êàæäîãî êëàññà âûáèðà-þòñÿ ñëó÷àéíî èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 10}. Íåêîòîðûå ïåðåìåííûå (èõ íîìåðà îïðåäå-ëÿþòñÿ ñëó÷àéíî) ÿâëÿþòñÿ øóìîâûìè; äëÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ äèñïåðñèÿ σ = 3.Êàæäîå äåðåâî ñòðîèòñÿ â ñëó÷àéíî âûáðàííîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ðàçìåðíî-ñòè 3. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå óñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû ïðàâèëüíîéêëàññè�èêàöèè â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà äåðåâüåâ, âõîäÿùèõ â àíñàìáëü; ïðè ðàçëè÷íîì÷èñëå øóìîâûõ ïåðåìåííûõ.
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�èñ. 1. ×àñòîòà ïðàâèëüíûõ ðåøåíèé P
or àíñàìáëåâîãî àëãîðèòìà (1) è àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿîäèíî÷íîãî äåðåâà (2) â çàâèñèìîñòè îò äèñïåðñèè σ

�èñ. 2. ×àñòîòà ïðàâèëüíûõ ðåøåíèé àíñàìáëåâîãî àëãîðèòìà â çàâèñèìîñòè îò ìîùíîñòèàíñàìáëÿ ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå øóìîâûõ ïåðåìåííûõ: 1 � 20, 2 � 40, 3 � 80; L � ÷èñëîäåðåâüåâ â àíñàìáëåÎòìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ìîùíîñòè àíñàìáëÿ ÷àñòîòà ïðàâèëüíûõ ðå-øåíèé ïðèáëèæàåòñÿ ê 1, ò. å. ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ÷èñëà øóìîâûõ ïåðåìåííûõ.Ïðèìåð 3. Ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå ðàç-ðàáîòàííîãî àëãîðèòìà ñ àëãîðèòìîì k-ñðåäíèõ è àëãîðèòìîì ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ðå-øåíèé (ïîñëåäíèå äâà ðàáîòàëè â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïåðåìåííûõ). Ïðè ýòîì èç 100 êî-ëè÷åñòâåííûõ ïåðåìåííûõ 90 ÿâëÿëèñü øóìîâûìè (èõ íîìåðà âûáèðàëèñü ñëó÷àéíî);äëÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ âåëè÷èíà σ = 0.25, ÷èñëî êëàññîâ K = 2, îáúåì âûáîðêèäëÿ êàæäîãî êëàññà ðàâåí 25. Ïîëó÷åííûé ãðà�èê çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû ïðàâèëüíîéêëàññè�èêàöèè îò ìîùíîñòè àíñàìáëÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3. Âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè-÷åíèè ìîùíîñòè àíñàìáëÿ êà÷åñòâî êîëëåêòèâíîãî àëãîðèòìà ñòàíîâèòñÿ ëó÷øå, ÷åìäâóõ äðóãèõ ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ.
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�èñ. 3. �åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ êîëëåêòèâíîãî àëãîðèòìà (1) ñ àëãîðèòìàìè k-ñðåäíèõ (2) èïîñòðîåíèÿ îäèíî÷íîãî äåðåâà (3)Ïðèìåð 4. �àçðàáîòàííûé àëãîðèòì òåñòèðîâàëñÿ íà òðåõ òàáëèöàõ ðåàëüíûõ äàí-íûõ, ïîëó÷åííûõ íåïîñðåäñòâåííî îò ñïåöèàëèñòîâ ïðèêëàäíûõ îáëàñòåé ëèáî èç ñåòèÈíòåðíåò (ðåïîçèòàðèé UCI [17℄). Âî âñåõ àíàëèçèðóåìûõ òàáëèöàõ èçâåñòíà ïðèíàä-ëåæíîñòü îáúåêòîâ ê õàðàêòåðíûì êëàññàì, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îøèáêó êëàñ-ñè�èêàöèè, âîçíèêàþùóþ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà êëàñòåðíîãîàíàëèçà (åñòåñòâåííî, ïåðåìåííàÿ, çàäàþùàÿ íîìåðà êëàññîâ, ïðè ïîñòðîåíèè äåðåâüåâíå èñïîëüçóåòñÿ). Çàìåòèì, ÷òî òàêîå àïðèîðíîå ðàçäåëåíèå îáúåêòîâ íà ãðóïïû íå âñå-ãäà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ �îáúåêòèâíîé� êëàññè�èêàöèåé, îäíàêî ìîæåò ñëóæèòü äëÿïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè êà÷åñòâà òåñòèðóåìîãî àëãîðèòìà.1. Òàáëèöà äàííûõ �àíòðîïîëîãèÿ� âêëþ÷àåò îïèñàíèÿ àíòðîïîëîãè÷åñêèõ íàõîäîêýïîõè íåîëèòà íà òåððèòîðèè Ñèáèðè [18℄. Îáúåêòû èññëåäîâàíèÿ îïèñûâàþòñÿ ìíîæå-ñòâîì èç 23 ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé èçìåðåíèÿ ëèíåéíûõ è óãëîâûõ ðàç-ìåðîâ êîñòåé ñêåëåòà. Áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà èí�îðìàöèÿ î 252 àíòðîïîëîãè÷åñêèõîáúåêòàõ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàëè ê äâóì àíòðîïîëîãè÷åñêèì òèïàì ìîíãîëîèäíîé èåâðîïåîèäíîé ðàñîâûõ âåòâåé.2. Â òàáëèöå �íàêîíå÷íèêè� ñîáðàíû àðõåîëîãè÷åñêèå äàííûå î 102 íàêîíå÷íèêàõñòðåë, îáíàðóæåííûõ â äðåâíèõ ïàìÿòíèêàõ êóëüòóðû íà òåððèòîðèè Íîâîñèáèðñêîéîáëàñòè [19℄. Êàæäûé íàêîíå÷íèê îïèñûâàåòñÿ âîñåìüþ ÷èñëîâûìè è ÷åòûðüìÿ íîìè-íàëüíûìè ïåðåìåííûìè (÷èñëî èìåí âàðüèðóåòñÿ îò 2 äî 10). Óêàçàííûå ïàìÿòíèêèîòíîñÿòñÿ ê äâóì îñíîâíûì òèïàì êóëüòóð.3. Àíàëèçèðîâàëàñü òàáëèöà �zoo� èç ðåïîçèòàðèÿ UCI. Â òàáëèöå, ñîäåðæàùåé 101íàáëþäåíèå, óêàçàíû çíà÷åíèÿ äâóõ ÷èñëîâûõ è 15 áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþ-ùèõ ïðèçíàêè ðàçëè÷íûõ æèâîòíûõ. Êàæäîå æèâîòíîå îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç ñåìèêëàññîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êà÷åñòâà àëãîðèòìà êëàññè�èêàöèè â äàííîì ñëó÷àå óäîá-íåå èñïîëüçîâàòü èíäåêñ �àíäà IR, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îòíîøåíèå ÷èñëà ïàð îáúåê-



Ïîñòðîåíèå àíñàìáëÿ äåðåâüåâ ðåøåíèé â êëàñòåðíîì àíàëèçå 51�åçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìîâ êëàñòåðíîãî àíàëèçà: Pans (IRans) � ÷àñòîòà ïðàâèëüíûõêëàññè�èêàöèé (èíäåêñ �àíäà) äëÿ àíñàìáëÿ, P tree (IRtree) � ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà ïðàâèëüíûõêëàññè�èêàöèé (èíäåêñ �àíäà) äëÿ îäèíî÷íîãî äåðåâà. Ìîùíîñòü àíñàìáëÿ L = 100Íàçâàíèå òàáëèöû Êà÷åñòâî àíñàìáëÿ Êà÷åñòâî îäèíî÷íîãî äåðåâàÀíòðîïîëîãèÿ Pans = 1 P tree = 0.85Íàêîíå÷íèêè Pans = 0.83 P tree = 0.61zoo IRans = 0.89 IRtree = 0.76òîâ, ó êîòîðûõ ëèáî îäèíàêîâûå, ëèáî ðàçíûå íîìåðà êëàññîâ â ïîëó÷åííîé è èñòèííîéãðóïïèðîâêàõ, ê îáùåìó ÷èñëó ïàð ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ (çíà÷åíèå èíäåêñà, áëèçêîå ê 1,ãîâîðèò î õîðîøåé ñîãëàñîâàííîñòè ãðóïïèðîâîê).�åçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðàçìåðíîñòü ïîä-ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ âûáèðàëàñü ñëó÷àéíî. Äàííûå òàáëèöû ïîçâîëÿþò ñäåëàòüâûâîä î òîì, ÷òî âî âñåõ ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàíèå àíñàìáëÿ äåðåâüåâðåøåíèé ïîçâîëÿåò çàìåòíî óëó÷øèòü êà÷åñòâî êëàñòåðèçàöèè.Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïðîâåäåíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå àíñàìáëåâûõ àë-ãîðèòìîâ êëàñòåðíîãî àíàëèçà, îñíîâàííûõ íà ïîïàðíîé êëàññè�èêàöèè. Ïðåäëîæåíàëãîðèòì êëàñòåðíîãî àíàëèçà, èñïîëüçóþùèé àíñàìáëü äåðåâüåâ ðåøåíèé. Ïðè ïî-ñòðîåíèè êîëëåêòèâíîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñîãëàñîâàííàÿ ìàòðèöà ðàçëè÷èé ìåæ-äó îáúåêòàìè. Èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëî, ÷òîïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ àíñàìáëÿ äåðåâüåâ ðåøåíèé ïîçâîëÿåòçíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ êà÷åñòâîì àëãîðèòìîâíåñîãëàñîâàííûõ äåðåâüåâ ðåøåíèé è k-ñðåäíèõ, â òîì ÷èñëå â çàäà÷àõ, õàðàêòåðèçóþ-ùèõñÿ íàëè÷èåì øóìîâûõ ïåðåìåííûõ è èõ ðàçíîòèïíîñòüþ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àéâàçÿí Ñ.À., Áóõøòàáåð Â.Ì., Åíþêîâ È.Ñ., Ìåøàëêèí Ë.Ä. Ïðèêëàäíàÿ ñòà-òèñòèêà: Êëàññè�èêàöèÿ è ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè. Ì.: Ôèíàíñû è ñòàòèñòèêà, 1989. 450 ñ.[2℄ Äóäà �., Õàðò Ï. �àñïîçíàâàíèå îáðàçîâ è àíàëèç ñöåí. Ì.: Ìèð, 1976. 559 ñ.[3℄ Ëáîâ �.Ñ. Ìåòîäû îáðàáîòêè ðàçíîòèïíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Íîâîñèáèðñê:Íàóêà, 1981.[4℄ Ëáîâ �.Ñ., Ñòàðöåâà Í.�. Ëîãè÷åñêèå ðåøàþùèå �óíêöèè è âîïðîñû ñòàòèñòè÷åñêîéóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé. Íîâîñèáèðñê: Èçä. Èí-òà ìàòåìàòèêè ÑÎ �ÀÍ, 1999. 212 ñ.[5℄ Ëáîâ �.Ñ., Áåðèêîâ Â.Á. Óñòîé÷èâîñòü ðåøàþùèõ �óíêöèé â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâà-íèÿ îáðàçîâ è àíàëèçà ðàçíîòèïíîé èí�îðìàöèè. Íîâîñèáèðñê: Èçä. Èí-òà ìàòåìàòèêèÑÎ �ÀÍ, 2005. 218 ñ.[6℄ Mi
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