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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÿâëåíèå ñìåíû ñòàáèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ õàîòè÷åñêèì ðåæèìîì
â íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå â ñëó÷àå, êîãäà íå ïðîèñõîäèò êàñêàäà ïîÿâëå-
íèÿ òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ïðè èçìåíåíèè óïðàâëÿ-
þùèõ ïàðàìåòðîâ. Ðàçðàáîòàííàÿ íîâàÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü âèäà çàïàñ�ïîïîëíåíèå îñíîâàíà íà íàëè÷èè ïîðîãîâûõ ýôôåêòîâ â ðàí-
íåì îíòîãåíåçå àíàäðîìíûõ ðûá â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè òåîðèè ýòàï-
íîñòè ðàçâèòèÿ îðãàíèçìîâ. Èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, èìåþùàÿ ÷åòûðå
íåòðèâèàëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿ. Ðåæèì ïåðåõîäíîãî õàîñà ðåàëèçóåòñÿ
ïðè âîçíèêíîâåíèè ëîêàëüíî-íåñâÿçíûõ ãðàíèö îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ ðåãóëÿðíûõ
àòòðàêòîðîâ.
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Ââåäåíèå
Ïðîãíîçèðîâàíèå äèíàìèêè ðàçâèòèÿ ýêîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, âëèÿþùèõ íà ýôôåê-
òèâíîñòü õîçÿéñòâåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ áèîðåñóðñîâ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà òðóä-
íîðåøàåìóþ çàäà÷ó. Ñëîæíîñòü òàêîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ÷àñòî îïðåäåëÿåòñÿ íåäîñòà-
òî÷íûì óðîâíåì èìåþùèõñÿ çíàíèé î ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçÿõ ìåæäó îñíîâíûìè
âçàèìîäåéñòâóþùèìè ôàêòîðàìè â ýêñïëóàòèðóåìûõ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Ïðè ïî-
âåðõíîñòíîì àíàëèçå ïðîáëåìû ðåçóëüòàòîì ïðèíÿòûõ ðåøåíèé ñòàíîâèòñÿ ñîâåðøåí-
íîãî íåîæèäàííûé ñöåíàðèé ðàçâèòèÿ ñîáûòèé. ßðêèì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü èçó-
÷àåìàÿ àâòîðîì ñèòóàöèÿ ñ èçìåíåíèÿìè â ýêîñèñòåìå Êàñïèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ñëåäñòâèåì
ìíîãî÷èñëåííûõ ïîïûòîê �óëó÷øåíèÿ� ñîñòàâà âèäîâ áåíòîñà ïóòåì èíòðîäóêöèè íîâûõ
âèäîâ èëè îïòèìèçàöèè ðåæèìà ïðîìûñëà îñåòðîâûõ ðûá. Èòîãîì ðåàëèçàöèè ïëàíîâ,
îñíîâàííûõ íà ïîäîáíûõ ïðîãíîçàõ, ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äåãðàäàöèÿ ïîïóëÿöèé îñåò-
ðîâûõ, ïðèâåäøàÿ ê çàïðåòó èõ ïðîìûñëà, íî è íåîæèäàííîå ðåçêîå ñîêðàùåíèå ÷èñ-
ëåííîñòè ìîëëþñêîâ � êîðìîâûõ îáúåêòîâ îñåòðîâûõ. Âìåñòå ñ òåì áûâàþò ñèòóàöèè,
êîãäà íåâîçìîæíîñòü àäåêâàòíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåëèíåéíûõ
ýôôåêòîâ â äèíàìèêå, ñâÿçàííûõ ñî ñëîæíûì õàðàêòåðîì çàâèñèìîñòè ìåæäó îñíîâ-
íûìè âåëè÷èíàìè, îïðåäåëÿþùèìè ðàçâèòèå áèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû.
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóþòñÿ íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, èìåþùèå áèî-
ëîãè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ â òåîðèè ôîðìèðîâàíèÿ ïîïîëíåíèÿ ïîïóëÿöèé ðûá. Äàí-
íîå íàó÷íîå íàïðàâëåíèå íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ â áîëüøåé ìåðå îòíîñèòñÿ
ê îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè è ê êîìïüþòåðíûì íàóêàì, ÷åì ê èõòèîëîãèè, òàê
êàê èññëåäóåò îñîáåííîñòè çàâèñèìîñòè ìåæäó ÷èñëåííîñòüþ íåðåñòîâîãî çàïàñà è ïî-
ëó÷åííîãî îò íåãî ïîïîëíåíèÿ ñ öåëüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè ýòèõ âåëè÷èí
è ñîçäàíèÿ èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé ýêîñèñòåì. Ðåàëèçàöèÿ ðàçðàáàòûâàåìûõ àâòîðîì
ìîäåëåé îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âðåìåíè è
âîçìîæíîñòåé ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ äëÿ èçó÷åíèÿ êà÷åñòâåííîãî ïî-
âåäåíèÿ òðàåêòîðèé ãèáðèäíûõ ñèñòåì. Ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè â äàííîé
îáëàñòè ñòàëè îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèé è ïîçâîëèëè ñäåëàòü ðÿä âàæíåé-
øèõ îòêðûòèé, â òîì ÷èñëå �äåòåðìèíèðîâàííîãî íåïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà� Ý. Ëîðåí-
öåì [1], ÷òî ñòàëî íà÷àëîì íåïîñðåäñòâåííîãî èçó÷åíèÿ ÿâëåíèé, òåîðåòè÷åñêè îãðàíè-
÷èâàþùèõ âîçìîæíîñòü ïðåäñêàçàíèÿ äèíàìèêè ðàçâèòèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì [2].

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôîðìèðîâàíèÿ
ïîïîëíåíèÿ ïîïóëÿöèé

Äîëãîå âðåìÿ â èõòèîëîãèè ñ÷èòàëîñü, ÷òî ÷èñëåííîñòü ïîïîëíåíèÿ ïîïóëÿöèè äîëæ-
íà íàõîäèòüñÿ â ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè îò ÷èñëåííîñòè íåðåñòèâøåéñÿ â äàííîì ãîäó
÷àñòè äàííîé ïîïóëÿöèè. Âïåðâûå ïðîáëåìà ïîÿâëåíèÿ íåìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè ïðè
âîçðàñòàíèè ÷èñëåííîñòè íåðåñòîâîãî ñòàäà áûëà îïèñàíà â 1954 ã. êàíàäñêèì ãèäðî-
áèîëîãîì Ó. Ðèêåðîì íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé î êîìïåíñàöèîííîé ñìåðòíîñòè [3]. Ïî
êëàññèôèêàöèè Ô. Íèâà ýòî òèï ñìåðòíîñòè, âëèÿíèå êîòîðîé óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè âîç-
ðàñòàíèè ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè. Ðèêåð ïðåäëîæèë óðàâíåíèå äëÿ ðàñ÷åòà ÷èñëåííîñòè
ïîïîëíåíèÿ R � ÷èñëà îñîáåé, äîæèâøèõ äî îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà:

R = aS exp(−bS), (1)
ãäå S � âåëè÷èíà íåðåñòîâîãî çàïàñà; b � êîýôôèöèåíò, îòðàæàþùèé âåëè÷èíó, îá-
ðàòíóþ òàêîìó êîëè÷åñòâó âûìåòàííîé èêðû, ïðè êîòîðîì ÷èñëî âûæèâøåé ìîëîäè
ìàêñèìàëüíî, ò. å. èìååò ñìûñë b < 1; a � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâ-
ëåíà óíèìîäàëüíàÿ êðèâàÿ, èìåþùóþ ìàêñèìóì, îäíó òî÷êó ïåðåãèáà è åäèíñòâåííîå
íåòðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ñ áèññåêòðèñîé êîîðäèíàòíîãî óãëà R = S.

Ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ðàáîòû [3] â èõòèîëîãèè âîçíèêëè ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ
íåëèíåéíîé äèíàìèêîé. Ðèêåð íå èññëåäîâàë ñâîþ ìîäåëü â êà÷åñòâå îïåðàòîðà ýâî-
ëþöèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âèäà Rn+p = ψ(Rn) ñ ïîñòðîåíèåì áèôóðêàöèîííûõ äèà-
ãðàìì. Âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé áûëî ñîñðåäîòî÷èíî íà ïðîáëåìå îïðåäåëåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëàãàëîñü ñòðîèòü êðèâóþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãðåññèè ln R/S
íà S. Êðèòèêè òåîðèè çàïàñ�ïîïîëíåíèå îòìå÷àëè, ÷òî ÷àñòî ãðàôèê, ïîñòðîåííûé ïî
äàííûì íàáëþäåíèé, èìååò ìàëî îáùåãî ñ êóïîëîîáðàçíîé êðèâîé Ðèêåðà. Â.Â. Ñó-
õàíîâ, ïðèìåíÿâøèé çàâèñèìîñòü (1) ïðè èññëåäîâàíèè ïîïóëÿöèè íåðêè, â ðàáîòå [4]
ïèñàë ñëåäóþùåå: �Îêàçàëîñü, ÷òî ñîáñòâåííî êðèâîé Ðèêåðà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íå
äàëè. Íà ïëîñêîñòè S ×R ïîëó÷èëîñü ñãóùåíèå òî÷åê, ìàëî ÷åì íàïîìèíàþùåå âûøå-
óêàçàííóþ êðèâóþ. Ïðè òåõ ïàðàìåòðàõ, ïðè êîòîðûõ ïîïóëÿöèÿ èñïûòûâàëà íàèáî-
ëåå ðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ, òî÷êè íà ãðàôèêå îáðàçîâûâàëè íå÷òî âðîäå íåîò÷åòëèâîãî
ýëëèïñà. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ a è b ïðèâåëî ê àáñóðäíûì ðåçóëüòàòàì: êîýôôèöèåíò a îêàçàëñÿ ìåíüøèì,
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Ðèñ. 1. Ãðàôèê ìîäåëè Ðèêåðà (1)

÷åì åäèíèöà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ãîâîðÿò î òîì, ÷òî êðèâàÿ Ðèêåðà íå ÿâëÿåòñÿ
õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ê ýìïèðè÷åñêèì äàííûì�.

Î ñâîéñòâàõ, îãðàíè÷èâàþùèõ ïðèìåíèìîñòü ìîäåëè (1), â ÷àñòíîñòè î ñòðåìëå-
íèè ê íóëþ êîëè÷åñòâà âûæèâøåé ìîëîäè ïðè óâåëè÷åíèè çàïàñà, áûëî îòìå÷åíî âî
ìíîãèõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ ðåàëüíîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïîïóëÿöèé. Íàáëþäåíèÿ çà
âîñïðîèçâîäñòâîì ïîïóëÿöèé ðûá [5] ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïëîòíîñòè çàïà-
ñà, âî-ïåðâûõ, ïîïîëíåíèå óìåíüøàåòñÿ äî íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû, âî-âòîðûõ,
àêâàðèóìíàÿ ïîïóëÿöèÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ, íî íå â òîì ñîñòîÿíèè, ïðè êîòîðîì ïîïîëíå-
íèå ìàêñèìàëüíî è êîòîðîå íàèáîëåå âûãîäíî äëÿ ïðîìûñëà. Íàëîæåíèå îãðàíè÷åíèé
íà ïðàâóþ íèñõîäÿùóþ âåòâü êðèâîé íå òîëüêî âåäåò ê êîëè÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì
ðàññ÷èòûâàåìûõ âåëè÷èí, íî ìåíÿåò êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ìîäåëè. Â çàäà÷å èññëåäî-
âàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè âîñïðîèçâîäñòâà äåãðàäèðóþùåé ïîïóëÿöèè ó àâòîðà âîçíèêëà
äðóãàÿ ïðîáëåìà � ìîäåëü ïðåäñêàçûâàåò íåðåàëèñòè÷íî âûñîêóþ âûæèâàåìîñòü ïî-
ïîëíåíèÿ ïðè ñóùåñòâåííîì óìåíüøåíèè S:

dR

dS
= a exp (−bs)(1− bS), lim

S→0
a exp (−bs)(1− bS) = a.

Îêàçàëîñü, ÷òî ìîäåëèðîâàòü âîñïðîèçâîäñòâî ïîïóëÿöèè â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà-
÷åíèé S íåâîçìîæíî. Ïîïûòêè ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïîïóëÿöèè ñåâðþãè ñ ïðèìå-
íåíèåì ìîäåëè Ðèêåðà èëè ìîäåëè Áèâåðòîíà�Õîëòà (α, β � êîíñòàíòû):

dN

dt
= −(αN(t) + β)N(t),

áûëè ïðèçíàíû íåóäà÷íûìè.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå äàííûå îïðåäåëèëè öåëü äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé �

ðàñøèðåíèå ìåòîäîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ôîðìèðîâàíèÿ ïîïîëíåíèÿ äëÿ îïè-
ñàíèÿ íàáëþäàåìûõ â ðåàëüíîñòè íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ.
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2. Ðàçâèòèå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà è áèôóðêàöèè
õàîñ → öèêë ψn(R) = ψn+k(R), k 6= 2i, äëÿ ìîäåëè (1)

Îïèñàíèå ñâîéñòâ ìîäåëåé çàïàñ�ïîïîëíåíèå êàê ãðàôèêîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôóíêöèé
îêàçàëîñü ÿâíî íåäîñòàòî÷íûì. Î òîì, ÷òî ïðîñòûå îäíîìåðíûå äèñêðåòíûå äèíàìè-
÷åñêèå ñèñòåìû îáëàäàþò âåñüìà ðàçíîîáðàçíûì êà÷åñòâåííûì ïîâåäåíèåì, âïåðâûå
çàÿâèë â �Nature� (1976 ã.) áèîëîã Ðîáåðò Ìýé, îáîñíîâàâøèé óòâåðæäåíèå, ÷òî áåç âû-
ÿâëåíèÿ äèàïàçîíà ïîâåäåíèÿ, ñêðûòîãî â íåëèíåéíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèÿõ, èññëåäîâàòåëü ìîæåò îêàçàòüñÿ â çàòðóäíåíèè ïðè îñìûñëåíèè ðåçóëüòà-
òîâ ìîäåëèðîâàíèÿ íà ÝÂÌ [6]. Íà ðàáîòó Ð. Ìýÿ ññûëàëèñü ìàòåìàòèêè Äæ. Éîðê
è Ý. Îòò, èçó÷àâøèå êðèçèñû ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ è ìåòàìîðôîçû ãðàíèö îáëàñòåé
ïðèòÿæåíèÿ.

Ïàðàìåòð a äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà îñíîâå ôóíêöèè (1) ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿþ-
ùèì. Äî îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ a, íå ïðåâûøàþùåãî áèôóðêàöèîííîå, ñèñòåìà ñòðå-
ìèòñÿ ê òî÷å÷íîìó àòòðàêòîðó R∗ = (ln a)/b. Ïåðâûé ìåòàìîðôîç ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû,
ïðåäñòàâëåííîé â âèäå èòåðàöèé Rj+1 = aRj exp (−bRj), ïðîèñõîäèò, êîãäà ïðîèçâîä-
íàÿ â íåïîäâèæíîé òî÷êå ïåðåñòàåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó èç òåîðåìû Ãðîáìàíà�
Õàðòìàíà [7] êðèòåðèþ óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèé:

ψ′(R) = e−bR − abRe−bR,

ψ′(R∗) = ae−b
ln a
b − b

ln a

b
ae−b

ln a
b =

a(1− ln a)

eln a
= 1− ln a.

Ïîñêîëüêó êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè |ψ′(R∗)| < 1, òî, ïðèðàâíèâàÿ 1− ln a = −1, íàõîäèì
a = e2.

Ïðè a = e2 ψ′(R∗) = −1 è ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Òðàåêòî-
ðèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê ãëîáàëüíîìó àòòðàêòîðó, ñîñòîÿùåìó èç äâóõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê: ψn(R∗) = ψn+2(R∗). Ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè ñòàöèî-
íàðíûìè òî÷êàìè âòîðîé èòåðàöèè ψ2(R). Ïàðàìåòð b íå âëèÿåò íà òîïîëîãè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè ôàçîâîãî ïîðòðåòà.

Î÷åâèäíî, ÷òî íåò ñìûñëà îæèäàòü îáðàçîâàíèÿ êóïîëîîáðàçíîé êðèâîé îò äàííûõ,
ïîëó÷åííûõ ïðè íàáëþäåíèÿõ çà íå íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè äåãðàäàöèè ïîïóëÿöèè,
âîñïðîèçâîäñòâî êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ (1). Ïîïóëÿöèÿ ðàçâèâàåòñÿ êàê äèññè-
ïàòèâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñòðåìÿùàÿñÿ ê ðåãóëÿðíîìó àòòðàêòîðó. Ïðè àïïðîê-
ñèìàöèè èìåþùèõñÿ äàííûõ ïîëó÷èòñÿ çàâèñèìîñòü, ôóíêöèîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
íà îñíîâå êîòîðîé íå áóäåò îáëàäàòü îïèñàííûìè ñâîéñòâàìè: â ðàáîòå [4] ïîëó÷åí ýëëèïñ.

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà a ïðîèñõîäèò êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîå-
íèÿ ïåðèîäà, óíèâåðñàëüíîñòü êîòîðîãî èçó÷åíà Ìèò÷åëëîì Ôåéãåíáàóìîì íà ïðèìåðå
êâàäðàòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ xn+1 = uxn(1− xn) â ðàáîòå [8]. Â ðåçóëüòàòå áåñêîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðè çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà a > 14.3 íåâîçìîæ-
íî âûäåëèòü çàìêíóòûé öèêë � ðåàëèçóåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûé õàîñ, íàïîìèíàþùèé
ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ. Îñíîâíîå ñâîéñòâî ïîäîáíîãî ðåæèìà äâèæåíèÿ òðàåêòîðèè
çàêëþ÷àåòñÿ â ÷óâñòâèòåëüíîé çàâèñèìîñòè îò òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè
òðàåêòîðèè R0.

Òðàåêòîðèÿ ïðèòÿãèâàåòñÿ ê ñòðàííîìó àòòðàêòîðó, îòëè÷íîìó îò êîíå÷íîãî îáú-
åäèíåíèÿ ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà [9]. Îäíàêî îáùåïðèíÿòîãî
ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ñòðàííîãî àòòðàêòîðà íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïîñëåäíèå
èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî âîçìîæíû ñòðàííûå, íî íå õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû.
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Çàâèñèìîñòü ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â ñòðàííûõ àòòðàêòîðàõ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé
îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ ìîäåëåé äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ äèíà-
ìèêè ïîïóëÿöèé. Âìåñòå ñ òåì èçâåñòíû ïîïûòêè äàòü ïîïóëÿöèîííóþ èíòåðïðåòàöèþ
äèñêðåòíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì, ïðèâîäÿùèì ê õàîòè÷åñêîìó ðåæèìó. Ìîäåëü Ðè-
êåðà â ðåæèìå õàîñà èñïîëüçîâàëè àâòîðû [10], ïðåäïîëîæèâøèå, ÷òî äëÿ ãîðáóøè âå-
ëè÷èíà ïàðàìåòðà a ìîæåò áûòü ïîðÿäêà 60. Îäíàêî ñóùåñòâîâàíèå êàêîé-ëèáî ïîïó-
ëÿöèè, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ â âèäå Rj+1 = aRj exp (−bRj) ïðè a = 60, âåñüìà
ñîìíèòåëüíî, òàê êàê íàáëþäàåòñÿ îãðîìíàÿ, ìàëîâåðîÿòíàÿ äëÿ ðåàëüíûõ ïîïóëÿöè-
îííûõ ïðîöåññîâ [11], àìïëèòóäà õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Íàëè÷èå ïîäîáíîé àìïëèòó-
äû õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïîçâîëèëî Áåðèìàíó è Ìèëøòåéíó îáîñíîâàòü ìíåíèå, ÷òî
ïîïóëÿöèè, êîòîðûì ñâîéñòâåííû õàîòè÷åñêèå ôëóêòóàöèè, ïðåäðàñïîëîæåíû ê âûìè-
ðàíèþ [12]. Èçâåñòåí ðÿä äðóãèõ SU -îòîáðàæåíèé, â êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ñöåíàðèé
Ôåéãåíáàóìà, ñîâñåì íå ñâÿçàííûõ ñ áèîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìàòèêîé.

Ñóùåñòâóåò ðåàëüíàÿ ïðîáëåìà ñóùíîñòíîé èíòåðïðåòàöèè õàîñà, ôðàêòàëüíûõ
ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ è äðóãèõ íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðèìåíèòåëüíî ê áèîëîãèè.
Èç-çà âîçìîæíîñòè îáðàçîâàíèÿ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâà-
íèÿ ìîäåëè Ðèêåðà âûãëÿäÿò âåñüìà ñïîðíûìè íå ñ ìàòåìàòè÷åñêîé, à ñ áèîëîãè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ.

Ñïåêòð íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ (1) íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ñöåíàðèåì ïåðåõîäà ê õàîñó
Ôåéãåíáàóìà. Äëÿ íåñ÷åòíîãî ÷èñëà äèàïàçîíîâ ïðè a > 14.2 íàáëþäàþòñÿ �îêíà ïåðè-
îäè÷íîñòè�, â òîì ÷èñëå öèêëû íå÷åòíûõ ïåðèîäîâ. Ôåéãåíáàóì ðàññìàòðèâàë ÷åòíûå
èòåðàöèè ψn(R, a), n = 2i, íî â ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå ψ3(R∗) = R∗ (ïðè a = 22.255)
áóäåò èìåòü âîñåìü ðåøåíèé, âêëþ÷àÿ òðèâèàëüíîå, è, êàê ïîêàçàëî ÷èñëåííîå èññëå-
äîâàíèå, òî÷êè R∗

2, R
∗
4, R

∗
8 áóäóò ÿâëÿòüñÿ òî÷êàìè óñòîé÷èâîãî öèêëà. Ïðè îáðàçîâàíèè

ïåðèîäè÷åñêîãî îêíà ïðîèñõîäèò ÿâëåíèå, íàçâàííîå â [13] �ñóáäóêöèåé� ñòðàííîãî àò-
òðàêòîðà. Çàêðûòèå îêíà ïðîèñõîäèò ïîñëå ýôôåêòà âíóòðåííåãî êðèçèñà ñòðàííîãî
àòòðàêòîðà [14]. Âíóòðè îêíà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ñòðàííîãî è ðåãóëÿðíîãî àòòðàêòî-
ðîâ ïåðåñåêàþòñÿ è òðàåêòîðèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÷åðåç ïðîìåæóòîê õàîòè÷åñêî-
ãî äâèæåíèÿ, íàçûâàåìîãî �ïåðåõîäíûì õàîñîì�, ñòðåìèòñÿ ê ïîäìíîæåñòâó ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåìó èç öèêëè÷åñêèõ òî÷åê ñ ïåðèîäîì 3. Êàê äîêàçàíî Ëè è Éîð-
êîì [15], íàëè÷èå öèêëà ñ ïåðèîäîì 3 îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ êîíòèíóóìà
íåïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Àíàëîãè÷íî ïîñëå
êàñàòåëüíûõ áèôóðêàöèé âîçíèêàþò îêíà äðóãèõ ïåðèîäîâ.

Åñëè ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ îáñóæäàëñÿ â áèîëîãè÷å-
ñêîì êîíòåêñòå, òî ÿâëåíèÿ ñóáäóêöèè, êðèçèñà àòòðàêòîðà ïðè âîçíèêíîâåíèè îêîí ñ
öèêëàìè, îòëè÷íûìè îò ñòåïåíåé 2, îñòàþòñÿ çà ðàìêàìè êàêîé-ëèáî àäåêâàòíîé áèî-
ëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè.

3. Ðàçðàáîòêà íîâîé ìîäåëè ôîðìèðîâàíèÿ ïîïîëíåíèÿ
Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïðîáëåì, âîçíèêøèõ ñ ïðèìåíåíèåì èçâåñòíûõ ìîäåëåé ïðè èññëåäî-
âàíèè ïîïóëÿöèè âîëæñêîé ñåâðþãè, àâòîðîì áûëà ðàçðàáîòàíà ñëåäóþùàÿ ìîäåëü äè-
íàìèêè óáûëè ïåðâîíà÷àëüíîé ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ íà �èíòåðâàëå óÿçâèìîñòè� [0, T ]:





dN

dt
= −(αw(t)N(t) + Θ(S)β)N(t),

dw

dt
=

g

Nk + ζ
, Θ(S) =

1

1− exp(−cS)
,

(2)



92 A.Þ. Ïåðåâàðþõà

ãäå S � âåëè÷èíà íåðåñòîâîãî çàïàñà; w(t) îòðàæàåò óðîâåíü ðàçìåðíîãî ðàçâèòèÿ ïî-
êîëåíèÿ, âëèÿþùèé íà óâåëè÷åíèå ïèùåâûõ ïîòðåáíîñòåé; g � ïàðàìåòð, ó÷èòûâàþ-
ùèé îãðàíè÷åííîñòü êîëè÷åñòâà äîñòóïíûõ êîðìîâûõ îáúåêòîâ; óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
Θ(S) → 1 ïðè S →∞ è íå âëèÿåò íà âû÷èñëåíèå N(T ), åñëè ÷èñëåííîñòü çàïàñà äîñòà-
òî÷íî âåëèêà; ââåäåíèå â ìîäåëü áûñòðîóáûâàþùåé ôóíêöèè Θ(S) îòðàæàåò ñíèæåíèå
ýôôåêòèâíîñòè âîñïðîèçâîäñòâà ïðè äåãðàäàöèè ïîïóëÿöèè, ñâÿçàííîå ñ óìåíüøåíèåì
âåðîÿòíîñòè âñòðå÷è îñîáåé â ìåñòàõ ðàçìíîæåíèÿ (âàæíûé ôàêòîð, âëèÿþùèé íà áëà-
ãîïîëó÷èå îñåòðîâûõ [16]); ζ � ïàðàìåòð, ó÷èòûâàþùèé îãðàíè÷åíèÿ òåìïîâ ðàçâèòèÿ,
íå çàâèñÿùèå îò ÷èñëåííîñòè; ñ � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü âûðàæåííî-
ñòè ýôôåêòà Îëëè; α � ìãíîâåííûé êîýôôèöèåíò êîìïåíñàöèîííîé ñìåðòíîñòè; β �
ìãíîâåííûé êîýôôèöèåíò äåêîìïåíñàöèîííîé ñìåðòíîñòè. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: N(0) = λS, w(0) = w0, ãäå λ � ñðåäíÿÿ
ïëîäîâèòîñòü îñîáåé ïîïóëÿöèè.

Ìîäåëü îñíîâàíà íà òîì, ÷òî òåìï ðàçâèòèÿ îñîáåé íàõîäèòñÿ íå â îáðàòíî ïðî-
ïîðöèîíàëüíîé, à â îáðàòíîé çàâèñèìîñòè îò ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè
ïëîòíîñòè âîçíèêàåò àñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ïîïóëÿöèè
â ñòîðîíó ïðåîáëàäàíèÿ îñîáåé ñ ìåíüøèìè ðàçìåðàìè. Ïîñëå ãèáåëè ÷àñòè ìîëîäè
ïëîòíîñòü ñíèæàåòñÿ, íî óäåëüíàÿ áèîìàññà ïî ìåðå ðîñòà îñîáåé óâåëè÷èâàåòñÿ. Ýòî
óñèëèâàåò äåéñòâèå çàâèñÿùèõ îò ïëîòíîñòè ôàêòîðîâ.

Ãðàôèêîì ïðåäëîæåííîé è èññëåäîâàííîé ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â èí-
ñòðóìåíòàëüíîé ñðåäå ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) êàê ôóíêöèè, îïðåäåëÿ-
þùåé ÷èñëåííîñòü âûæèâøèõ îñîáåé ïîêîëåíèÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè T , ÿâëÿåòñÿ óíè-
ìîäàëüíàÿ êðèâàÿ ñ óìåíüøàþùèìñÿ íàêëîíîì íèñïàäàþùåé ïðàâîé âåòâè (ðèñ. 2,
α = 0.8 · 10−14, ñ = 2.5 · 10−3). Êðèâàÿ èìååò íåíóëåâóþ ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòî-
òó, äâå íåòðèâèàëüíûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ áèññåêòðèñîé êîîðäèíàòíîãî óãëà R = S
è õàðàêòåðèçóåòñÿ íåçíàêîïîñòîÿííûì äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì Øâàðöà. Òà-
êèå ñâîéñòâà áîëåå ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé, â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåííîé
â ó÷åáíèêå ýêîëîãèè Ð. Ðèêëåôñà [17] êðèâîé âîñïðîèçâîäñòâà àêâàðèóìíîé ïîïóëÿöèè
ãóïïè.

Èññëåäîâàíèå âñåõ ðàçðàáîòàííûõ àâòîðîì ìîäåëåé ïðîâîäèëîñü â èíñòðóìåíòàëü-
íîé ñðåäå AnyLogic, îáëàäàþùåé äîñòàòî÷íûì íàáîðîì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñ èçìåíÿþ-
ùèìñÿ øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ðàáîòû ñ ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àþùèõ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ â ôîðìå Êîøè. Áèáëèîòåêè áîëü-

Ðèñ. 2. Êðèâàÿ çàïàñ�ïîïîëíåíèå íà îñíîâå ìîäåëè (2)
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øèíñòâà ïàêåòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîäåðæàò ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ðåàëèçàöèè ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ, ïðîâåðåííûå íà òåñòîâûõ íàáîðàõ çàäà÷. Ïðèìåíÿþòñÿ êàê îäíîøà-
ãîâûå ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû, òàê è ìíîãîøàãîâûå Àäàìñà è Êóðòèñà�Õèðøôåëüäåðà.
Áîëüøîé âêëàä â âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ãèáðèäíûõ ñèñòåì âíåñëè Þ.Á. Êîëå-
ñîâ è Þ.Á. Ñåíè÷åíêîâ, ðàçðàáîòàâøèå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü ïîñëåäîâà-
òåëüíûå ñèñòåìû è ñâîäÿùèåñÿ ïðè ñîïðÿæåíèè èõ ðåøåíèÿ â òî÷êàõ ñìåíû ïîâåäåíèÿ
ê ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåìûì ñèñòåìàì óðàâíåíèé ðàçëè÷íîãî âèäà (ïàêåò MvStudium).

Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â âèäå ïîëóãðóïïû èòåðàöèé {ψj}j≥0

ñ èñïîëüçîâàíèåì â êà÷åñòâå îïåðàòîðà ýâîëþöèè îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèîíàëüíóþ èòå-
ðàöèþ Rj+1 = ψ(Rj) ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè (2) êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ
òðàåêòîðèè ñèñòåì íà îñíîâå äðóãèõ èçâåñòíûõ ìîäåëåé ôîðìèðîâàíèÿ ïîïîëíåíèÿ
(Ðèêåðà, Øåïàðäà, Áèâåðòîíà�Õîëòà, Êóøèíãà) âîçìîæíîñòüþ ïðèòÿæåíèÿ ê äâóì
àòòðàêòîðàì. Ñîîòâåòñòâåííî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå îáëàñòè ïðèòÿ-
æåíèÿ: Ω1 è Ω2. Ãðàíèöåé ìåæäó íèìè ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåð � íåóñòîé÷èâàÿ îñîáàÿ òî÷êà
ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ áèññåêòðèñîé êîîðäèíàòíîãî óãëà (ñì. ðèñ. 2). Àíàëèç
óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ðåàëèçîâàííîé â èíñòðóìåí-
òàëüíîé ñðåäå ìîäåëèðîâàíèÿ, ìîæíî ïðîâîäèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà âòîðîé èòå-
ðàöèè ψ2(R). Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè
x∗ îäíîìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ ñëóæàò íåðàâåíñòâà ψ2(x) > x ïðè x < x∗ è ψ2(x) < x ïðè
x > x∗ [18]. Òî÷êà R∗

2 âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ Rj+1 = Rj ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñòîé÷èâîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Òðàåêòîðèè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè R0 ≈ R′
0, ðàçäåëåííûìè ðåïåëëåðîì R∗

1, ïî-
êèäàþò åãî îêðåñòíîñòü è ïðèáëèæàþòñÿ ê ðàçíûì àòòðàêòîðàì. Àòòðàêòîð îáëàñòè
Ω1 � òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Åñëè ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè
ïîïàäàåò â ïîäìíîæåñòâî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ω1, òî ïðîèçîéäåò åå íåîáðàòèìàÿ
äåãðàäàöèÿ.

Äðóãîå âàæíîå îòëè÷èå ïðåäëîæåííîé ìîäåëè îò ñóùåñòâóþùèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íåâîçìîæåí ñöåíàðèé ïåðåõîäà ê õàîñó ÷åðåç êàñêàä áè-
ôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Óñëîâèåì äëÿ ðåàëèçàöèè ñöåíàðèÿ Ôåéãåíáàóìà â óíè-
ìîäàëüíîì îòîáðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èíâàðè-
àíòà Øâàðöà (øâàðöèàíà), íî çíàêîïîñòîÿíñòâî øâàðöèàíà íåâîçìîæíî ïðè íàëè÷èè
áîëåå îäíîé òî÷êè ïåðåãèáà [19].

Îòìåòèì, ÷òî ýôôåêò íàëè÷èÿ êðèòè÷åñêè íèçêîé ÷èñëåííîñòè L ó÷èòûâàåò èçâåñò-
íàÿ ìîäåëü À.Ä. Áàçûêèíà, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîé èç ìîäèôèêàöèé óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñ-
òà�Ïèðëà. Ââåäåííûé Áàçûêèíûì â ïðàâóþ ÷àñòü ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîìíî-
æèòåëü (N − L) äåéñòâóåò íà âñåé îáëàñòè çíà÷åíèé, êîòîðûå ïðèíèìàåò ÷èñëåííîñòü
ïîïóëÿöèè, â òîì ÷èñëå è òîãäà, êîãäà ýôôåêò Îëëè ïðîÿâëÿòüñÿ íå äîëæåí. Ïðè ÷èñ-
ëåííîñòè ïîïóëÿöèè, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùåé êðèòè÷åñêóþ, èñïîëüçîâàííàÿ ôóíê-
öèÿ Θ(S) ≈ 1.

4. Íåóíèìîäàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ïîïîëíåíèÿ è çàïàñà
àíàäðîìíûõ ðûá

Ðåçóëüòàòû àíàëèçà èìåþùèõñÿ äàííûõ (ñì., íàïðèìåð, [20]) î ñêàòèâøåéñÿ â Êàñïèé-
ñêîå ìîðå ìîëîäè ñåâðþãè óñëîæíèëè ðåøàåìóþ çàäà÷ó, òàê êàê ïîêàçàëè íàëè÷èå
î÷åâèäíîé, íî ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó êîëè÷åñòâîì ïðîïóùåí-
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Ðèñ. 3. Çàïàñ�ïîïîëíåíèå ñåâðþãè (ñðåäíåå
ïî òðåì ñîñåäíèì òî÷êàì)

Ðèñ. 4. Âîëíîîáðàçíàÿ çàâèñèìîñòü èç ðàáîòû
Ð. Ïåòåðìàíà [22]

íûõ ïðîèçâîäèòåëåé è ÷èñëåííîñòüþ ñêàòèâøåéñÿ ìîëîäè. Âèçóàëèçàöèÿ äàííûõ íà-
áëþäåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé ïî ðåêîìåíäàöèÿì Ðèêåðà [11]
(ðèñ. 3) ïðèâåëà ê âûâîäó, ÷òî íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå çíà÷åíèé S íàáëþäàþòñÿ ÿâ-
íûå ïðèíöèïèàëüíûå îòêëîíåíèÿ îò ïîëó÷åííîé àâòîðîì òåîðåòè÷åñêîé ôîðìû êðèâîé
çàïàñ�ïîïîëíåíèå (2), à äëÿ ðÿäà ïîïóëÿöèé ó êðèâîé íàáëþäàåòñÿ áîëåå îäíîãî ìàê-
ñèìóìà. Âîçíèêëà çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ íåóíèìîäàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó çàïàñîì
è ïîïîëíåíèåì.

Â 2007 ã. áûëè îïóáëèêîâàíû èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ïðîâîäèìûõ â 2002�2004 ãã.
Å.Â. Äìèòðèåâîé [21] ëàáîðàòîðíûõ èññëåäîâàíèé âëèÿíèÿ ïëîòíîñòè èêðû íà ñìåðò-
íîñòü ñåðîé æàáû Bufo bufo, ïîêàçàâøèå, ÷òî ïðè ðàçëè÷íîé ïëîòíîñòè èêðû â àê-
âàðèóìàõ èìååòñÿ âòîðîé ìàêñèìóì âûæèâàåìîñòè. Â ýòîé æå ðàáîòå èññëåäîâàëîñü
âëèÿíèå ïëîòíîñòè îñîáåé íà óðîâåíü ðàçâèòèÿ îðãàíèçìîâ.

Î âîëíîîáðàçíîé âîñõîäÿùåé âåòâè êðèâîé äëÿ ãîðáóøè ð. Êàðëóê ïèñàë åùå â ïè-
îíåðíîé ðàáîòå Ðèêåð [3]. Ð. Ïåòåðìàí îïèñàë â [22] êðèâóþ çàïàñ�ïîïîëíåíèå (ðèñ. 4)
ïîïóëÿöèè ãîðáóøè ð. Àòíàðêî è ñäåëàë âûâîä, ÷òî äëÿ ïîïóëÿöèè âîçìîæíû äâà ñòà-
áèëüíûõ (îòìåòèì, ÷òî ñòàáèëüíîñòü C íà ðèñóíêå ñîìíèòåëüíà, òàê êàê óãîë íàêëîíà
êàñàòåëüíîé âåëèê) ñîñòîÿíèÿ: ñ íèçêîé è ñ âûñîêîé ÷èñëåííîñòüþ. Ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ Ð. Ïåòåðìàíà, òàêîé âèä êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ ðàçëè÷íûì õàðàêòåðîì ñìåðòíîñòè
(êîìïåíñàöèîííûì è äåêîìïåíñàöèîííûì) íà ïðîòÿæåíèè ïåðèîäà ôîðìèðîâàíèÿ ïî-
ïîëíåíèÿ â ðåêå è â ýñòóàðèè. Îäíàêî èç ïðåäëîæåííîé èì êðèâîé íå ÿñíî, êàê ïî-
ïóëÿöèÿ ñìîãëà äîñòè÷ü ñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîäîáíûå ãèïîòåòè÷åñêèå êðèâûå, íå
ÿâëÿþùèåñÿ ãðàôèêàìè ðåàëüíûõ ôóíêöèé, â [23] ïðèâîäèëèñü äëÿ îáúÿñíåíèÿ âñïû-
øåê ÷èñëåííîñòè ïîïàâøèõ â íîâóþ ñðåäó âèäîâ âñåëåíöåâ.

Â äèíàìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè çàâèñèìîñòè (ñì. ðèñ. 4) ïåðåñå÷åíèå ãðàíèöû îáëà-
ñòè ïðèòÿæåíèÿ B âîçìîæíî â ñëó÷àå, åñëè äîïóñêàåòñÿ èíòðîäóêöèÿ îñîáåé ∆X0 èç
äðóãèõ àðåàëîâ îáèòàíèÿ. Äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû çàâèñèìîñòü ïðåäïîëàãàåò íàëè-
÷èå äâóõ íåòðèâèàëüíûõ àòòðàêòîðîâ C > A > 0 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé äâóõ îáëàñòåé
ïðèòÿæåíèÿ ΩA è ΩC , ÷òî íå ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü íàáëþäàåìîå èíîãäà ÿâëåíèå:

lim
n→∞ψn(R0) = C ïðè R0 ∈ ΩA.
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5. Ðåàëèçàöèÿ ãèáðèäíîãî âðåìåíè â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå
Rn+1 = ψ(Rn)

Íàéòè òåîðåòè÷åñêè áèîëîãè÷åñêîå îáîñíîâàíèå äåéñòâèþ ôàêòîðîâ, ïðèâîäÿùèõ ê ïî-
ÿâëåíèþ ñëîæíîé âîëíîîáðàçíîé çàâèñèìîñòè çàïàñ�ïîïîëíåíèå, îêàçàëîñü âîçìîæ-
íûì â ðàìêàõ äðóãîé áèîëîãè÷åñêîé òåîðèè � ýòàïíîñòè ðàçâèòèÿ ðûá. Ñ òî÷êè çðåíèÿ
òåîðèè ýòàïíîñòè ðàçâèòèÿ Â.Â. Âàñíåöîâà, åãî ïîñëåäîâàòåëåé è â òîì ÷èñëå ñîãëàñ-
íî ðàáîòàì [24, 25], íà êàæäîé ñòàäèè îðãàíèçì äëÿ ñâîåãî ðàçâèòèÿ òðåáóåò îñîáûõ
óñëîâèé. Ïðè íàëè÷èè ýòèõ óñëîâèé îí ïåðåõîäèò íà ñëåäóþùóþ ñòàäèþ, ïðè÷åì ïå-
ðåõîä ïðîèñõîäèò áûñòðî, ñêà÷êîîáðàçíî. Ðåçêèå èçìåíåíèÿ ñòðîåíèÿ ñîâåðøàþòñÿ â
î÷åíü êîðîòêèé ñðîê, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ â òå÷åíèå ìåíüøå 3�4 ÷. Ðûáà ìåíÿåò õà-
ðàêòåð äâèæåíèÿ, ñïîñîá çàõâàòà ïèùè (â ñâÿçè ñ èçìåíåíèåì åå ñîñòàâà), ìåñòà ñâîåãî
îáèòàíèÿ.

Äâà âàæíåéøèõ ñêà÷êîîáðàçíûõ èçìåíåíèÿ â ðàííåì îíòîãåíåçå àíàäðîìíûõ ðûá
ïðîèñõîäÿò ïðè ïåðåõîäå íà àêòèâíîå ïèòàíèå è ïðåêðàùåíèè òàêòèëüíîãî êîíòàêòà ñ
äíîì, ïîñëå êîòîðîãî ìîëîäü óñòðåìëÿåòñÿ â ïîòîêå âîäû ê ìîðþ.

Ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ýòàïíîñòüþ ðàçâèòèÿ, áûë ðàçðàáîòàí
ñ ïðèìåíåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî îïèñàíèÿ äèíàìèêè óáûëè ïîêîëåíèÿ èçìåíÿþùèìè-
ñÿ óðàâíåíèÿìè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòàäèé ðàçâèòèÿ ìîëîäè. Áûëà ðåàëèçîâàíà íåòðàäè-
öèîííàÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè íåïðåðûâíî-äèñêðåòíàÿ ñòðóêòóðà ìîäåëè, â
êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû, îïèñûâàåìûå äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè,
è ñîáûòèÿ, ìåíÿþùèå õàðàêòåð ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññîâ.

Îñîáåííîñòüþ äàííîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëüíîãî âðåìåíè. Âðå-
ìÿ â ãèáðèäíûõ ñèñòåìàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëî-
æåííûõ îòðåçêîâ, ãäå ìåæäó êîíöîì òåêóùåãî èíòåðâàëà è íà÷àëîì ñëåäóþùåãî ðàñ-
ïîëîæåíà �âðåìåííàÿ ùåëü�, â êîòîðîé èçìåíÿþòñÿ ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ. Ãèáðèäíîå
ïîâåäåíèå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ñëåäñòâèåì ñîâìåñòíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ
îáúåêòîâ è äèñêðåòíûõ ðåãóëÿòîðîâ èëè íàëè÷èÿ êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé â íåïðåðûâ-
íîì îáúåêòå. Ïðè äîñòèæåíèè îñîáûõ ñîñòîÿíèé â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ
(ñîáûòèé) ìîãóò èçìåíÿòüñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ÎÄÓ, ôîðìà ïðà-
âîé ÷àñòè èëè ÷èñëî óðàâíåíèé. Ñîáûòèÿ îïèñûâàþòñÿ ïðåäèêàòàìè, âûäåëÿþùèìè èç
âñåõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñîáûòèå, ïðèâîäÿùåå ê ñìåíå ïîâåäåíèÿ. Êàæäîìó ñîñòîÿíèþ â
íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò òàêîé ïåðèîä ðàçâèòèÿ ìîëîäè, â òå÷åíèå
êîòîðîãî ïðîèñõîäèò òîëüêî åå ðîñò, íî íå ñîâåðøàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûõ èçìåíåíèé â
ïîâåäåíèè.

Â îòäåëüíûé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ãèáðèäíûå ñèñòåìû âûäåëÿþò â îñíîâíîì
èç-çà íåâîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå è èññëåäîâàòü ðåøåíèå ìíîãèõ íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [26]. ×àùå âñåãî ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì, èñïîëüçóå-
ìûì äëÿ ãèáðèäíîãî àâòîìàòà, ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè
êîýôôèöèåíòàìè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ è ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé [27]. Ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ
êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ðåæèìîâ èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, ñ êàæäûì èç êîòîðûõ ñâÿçàíà
ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, è ìíîæåñòâîì ïåðåõîäîâ
ìåæäó ðåæèìàìè, çàäàííûì íàáîðîì áóëåâñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ðåøåíèÿõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïåðåõîäàì ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå óñëîâèå çàâåðøåíèÿ àêòèâíîñòè è ôóíêöèÿ
èíèöèàëèçàöèè íîâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ãèáðèäíîãî
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àâòîìàòà èãðàåò îñîáóþ ðîëü: íàãëÿäíî ââîäèò äèñêðåòíîå âðåìÿ, ïîçâîëÿþùåå â òîì
÷èñëå èçìåíÿòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ ðÿäà çíà÷åíèé α, α1,
α2, îïðåäåëÿþùåãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåíåíèÿ äåéñòâèÿ ôàêòîðîâ ñìåðòíîñòè ïðè
ïåðåõîäàõ ìåæäó âûäåëåííûìè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàäèÿìè ðàçâèòèÿ D0, D1, D2.

Ìîäåëü çàïèñûâàåòñÿ â âèäå íåêîòîðîãî íàáîðà ïðàâèë, ïî êîòîðîìó ìîæíî îïðå-
äåëÿòü, êàêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ íåïðåðûâíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè ñëåäó-
åò èíòåãðèðîâàòü â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè è êàêèå íåîáõîäèìî âûáðàòü íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ.

Ïåðâîå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2) äëÿ îïèñàíèÿ óáûëè ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ N çàìå-
íÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé (èçìåíÿþùåéñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ) è îòêëî-
íÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì ïðè ïåðåõîäå ê ñòàäèè ðàçâèòèÿ D2:

dN

dt
=





−(αw(t)N(t) + Θ(S)β)N(t), 0 < t ≤ τ,

−(α1N(τ)/w(τ) + β)N(t), t > τ, w(t) < wk1,

−(α2w(t)N(t))N(t− ς), wk1 < w(t) < wk,

(3)

ãäå [0, τ ] � äëèòåëüíîñòü ïåðèîäà ðàçâèòèÿ D0, îïðåäåëÿåìàÿ áèîëîãè÷åñêèìè îñîáåí-
íîñòÿìè âèäà, ïîäðîáíî èññëåäîâàííûìè äëÿ îñåòðîâûõ ðûá Î.È. Øìàëüãàóçåí [28];
wk èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê óðîâåíü ðàçâèòèÿ, äîñòèæåíèå êîòîðîãî èçìåíÿåò õàðàêòåð
äåéñòâèÿ ôàêòîðîâ ñìåðòíîñòè è âûäåëÿåò ñîáûòèå, ïðèâîäÿùåå ê ñìåíå ðåæèìà ïîâå-
äåíèÿ ãèáðèäíîãî àâòîìàòà ïðè D1 ⇒ D2; ς � íåáîëüøîå ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåííûì
èíòåðâàëîì ðàñ÷åòà óáûëè ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ t ∈ [0, T ] çàïàçäûâàíèå.

Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì ïðè îïèñà-
íèè äèíàìèêè óáûëè ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ ïðè ïåðåõîäå ê D2 � ñòàðøåé (èç òðåõ
ðàññìàòðèâàåìûõ) ñòàäèè ðàçâèòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòî îïèñûâàåìûì â ýêîëîãèè ÿâëå-
íèåì: ñîñòîÿíèå áèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû â äàííûé ìîìåíò çàâèñèò îò ïðîöåññîâ, ïðî-
èñõîäèâøèõ â òå÷åíèå áîëåå èëè ìåíåå äëèòåëüíîãî èíòåðâàëà âðåìåíè, ïðåäøåñòâóþ-
ùåãî íàñòîÿùåìó ìîìåíòó. Äëÿ ÿâëåíèÿ çàïàçäûâàíèÿ, ðàññìàòðèâàåìîãî åùå â ìîäå-
ëÿõ Â. Âîëüòåððà [29], èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíû �ïîñëåäåéñòâèå� è �ýðåäèòàðíîñòü�. Äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì è ðàíåå íàõîäèëè ïðèìåíåíèå â áèîëîãè-
÷åñêèõ ìîäåëÿõ (ìîæíî îòìåòèòü ìîäèôèêàöèþ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñî-
íîì, ìîäåëü Âåíãåðñêè�Êàííèíãåìà è óðàâíåíèå Íèêîëüñîíà, èçâåñòíîå êàê �Blow�ies
equation�).

6. Èññëåäîâàíèå ðåæèìîâ ïîâåäåíèÿ ìîäåëè ñ ïðèìåíåíèåì (3)
Ðàçðàáîòàííàÿ ãèáðèäíàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêîãî
õàîñà, òàê êàê ýòî ïðèìåð âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ
àòòðàêòîðîì â îäíîìåðíîì îòîáðàæåíèè.

Êðèâàÿ çàïàñ�ïîïîëíåíèå ìîäåëè ÷åòûðåæäû ïåðåñåêàåò áèññåêòðèñó Rj+1 = Rj

(ðèñ. 5). Íåòðèâèàëüíûìè ñòàöèîíàðíûìè îñîáûìè òî÷êàìè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâ-
ëÿþòñÿ R∗

1 < R∗
2 < R∗

3 < R∗
4. Èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ áåç ïåðåõîäà D1 ⇒ D2 〈t, t− ς〉

ñîõðàíÿåò âîëíîîáðàçíûé õàðàêòåð âîñõîäÿùåé âåòâè êðèâîé, íî ó íåå îñòàþòñÿ äâà
ïåðåñå÷åíèÿ ñ áèññåêòðèñîé êîîðäèíàòíîãî óãëà.

Â äèíàìèêå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå îñîáûå
òî÷êè äîëæíû ÷åðåäîâàòüñÿ. Â ñëó÷àå ðàçðàáîòàííîé ãèáðèäíîé ìîäåëè, êàê ïîêàçàë



Èññëåäîâàíèå àïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà â íîâîé ãèáðèäíîé ìîäåëè... 97

àíàëèç âòîðîé èòåðàöèè ψ2(R) è âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ýòîãî íå ïðîèñõîäèò.
Â îáëàñòè ìåæäó íåóñòîé÷èâûìè ïåðâîé è òðåòüåé îñîáûìè òî÷êàìè íàõîäèòñÿ íåóñòîé-
÷èâàÿ îñîáàÿ òî÷êà R∗

2. Àòòðàêòîðîâ, êàê è â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå íà îñíîâå (2), ïî-
ïðåæíåìó äâà, îäèí èç êîòîðûõ � òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Ðèñ. 5. Ãðàôèê íåóíèìîäàëüíîé çàâèñèìîñòè, ïîëó÷åííîé ïî (3)

à

á

Ðèñ. 6. Ïåðåõîäíûé õàîòè÷åñêèé ðåæèì, âàðèàíò R0 ∈ Ω2
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Ïðè R0 ∈ [R∗
1, R

∗
3] ïîÿâëÿþòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèå, íèêîãäà òî÷íî íå ïîâòîðÿþùèåñÿ

çíà÷åíèÿ è âñå ïðèáëèçèòåëüíûå ïîâòîðåíèÿ èìåþò êîíå÷íóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü. Òðà-
åêòîðèÿ ïîñòåïåííî çàïîëíÿåò äàííóþ îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, íî íå îñòàåòñÿ
çäåñü íàâñåãäà, êàê â ñòðàííîì àòòðàêòîðå, à ñ ðàâíîé åäèíèöå âåðîÿòíîñòüþ ïîêèäàåò
îáëàñòü ïî íàïðàâëåíèþ ê îäíîìó èç äâóõ âîçìîæíûõ àòòðàêòîðîâ. Âíóòðè ýòîãî ïîä-
ìíîæåñòâà ÷èñëî íåïåðèîäè÷åñêèõ ïîâòîðÿþùèõñÿ òðàåêòîðèé íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷-
íûì. Òèï ðåàëèçóþùåãîñÿ îãðàíè÷åííîå âðåìÿ õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
òåðìèíîì �chaotic transient� � ïåðåõîäíûé õàîñ [30]. Ïîëó÷åííàÿ âðåìåííàÿ äèàãðàììà
ïîêàçàíà íà ðèñ. 6, à, ôàçîâàÿ äëÿ ïëîñêîñòè Rn ×Rn+1 � íà ðèñ. 6, á.

Òàê êàê ñóùåñòâóþò R ∈ [R∗
1, R

∗
3] òàêèå, ÷òî ψ(R) < R∗

1, òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû
ìîæåò óñòðåìèòüñÿ â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ëþáîãî èç äâóõ àòòðàêòîðîâ (ðèñ. 7, à �
âðåìåííàÿ äèàãðàììà, á � ôàçîâàÿ). Îáëàñòè Ω1 è Ω2 íå èìåþò ÷åòêèõ ãðàíèö, êàê ýòî
íàáëþäàåòñÿ â ìîäåëè ñ ïðèìåíåíèåì (2).

Ïîäîáíîå ïîâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî Ω1 è Ω2 íå îáðàçóþò íåïðåðûâ-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è èçìåíåíèå õàðàêòåðà ãðàíèöû ìåæäó
îáëàñòÿìè ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ, òàê æå êàê èçìåíåíèå òèïà àòòðàêòîðà ïðè áè-
ôóðêàöèè, âëèÿåò íà ðåæèì ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû. Â ñëó÷àå ãëàäêèõ ãðàíèö,
êîòîðûìè îòëè÷àëèñü äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ðàññìîòðåííûå â ðàçäåëàõ 2, 3, ïðè îïðå-

à

á

Ðèñ. 7. Ïåðåõîäíûé õàîòè÷åñêèé ðåæèì, âàðèàíò R0 ∈ Ω1, lim
n→∞ψn(R0) = 0
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äåëåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé òðàåêòîðèÿ ñîîòâåòñòâîâàëà Ω1 èëè Ω2 è ìàëîå èçìåíåíèå
íà÷àëüíûõ óñëîâèé íå ïðèâîäèëî ê âûõîäó ôàçîâîé òðàåêòîðèè íà àëüòåðíàòèâíûé àò-
òðàêòîð. Â ñëó÷àå ãèáðèäíîé ìîäåëè îáëàñòè Ω1 è Ω2 èçðåçàíû è èìåþò ñëîæíóþ ñòðóê-
òóðó. Îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà R∗

4 ïðåðûâàåòñÿ îòðåçêàìè, ïðèíàäëåæàùèìè
îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ R∗

0, è ãðàíèöû îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ ëîêàëüíî-íåñâÿçíû (�locally
disconnected basin boundaries� ïî êëàññèôèêàöèè ôðàêòàëüíûõ ãðàíèö, ïðåäëîæåííîé
àâòîðàìè [31]). Íàëè÷èå ïîäîáíîãî òèïà ãðàíèö ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîñòè ïðåäñêà-
çàíèÿ îòíîñèòåëüíî òîãî, â íåïðåðûâíóþ ÷àñòü îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ êàêîãî èç äâóõ
ñóùåñòâóþùèõ àòòðàêòîðîâ ïîïàäåò ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ.

Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îïåðàòîðîì ýâîëþöèè c ïðèìåíå-
íèåì (3) ìîæíî âûäåëèòü ïîäìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ îòäåëüíîé íåóñòîé÷èâîé ñòàöè-
îíàðíîé òî÷êîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, � õàîòè÷åñêèé ðåïåëëåð èëè, êàê îïðå-
äåëÿåòñÿ â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ (íàïðèìåð, â [32]), � îáëàñòü ïåðåõîäíîãî õàîñà (�basin
of transient chaos�), ãäå ïîäîáíîå ÿâëåíèå ðàññìàòðèâàëîñü íà ïðèìåðå ñëîæíîãî ìíîãî-
ìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ õàîòè÷åñêèì ðåïåëëåðîì õàðàêòåðèçó-
þòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, íî ýòî êà÷åñòâåííî èíîé âèä ÷óñòâè-
òåëüíîñòè, ÷åì íàáëþäàþùèéñÿ äëÿ òðàåêòîðèè â ñòðàííîì àòòðàêòîðå ìîäåëè (1).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî îäíîìåðíîå íåóíèìîäàëüíîå îòîáðàæåíèå, îáëàäàþùåå õà-
îòè÷åñêèì ðåæèìîì è õàðàêòåðèçóþùååñÿ íåîïðåäåëåííîñòüþ àñèìïòîòè÷åñêîé äèíà-
ìèêè. Â äàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå âîçìîæíà áèôóðêàöèÿ èñ÷åçíîâåíèÿ ñòàöèîíàð-
íûõ òî÷åê R∗

3, R∗
4 (îáðàòíàÿ êàñàòåëüíàÿ), êîòîðàÿ ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî Ω2 ñòàíîâèòñÿ

îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ âîçíèêøåãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà.

7. Áèîëîãè÷åñêèå âûâîäû
Ïðèíöèïèàëüíîå ñ áèîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îòëè÷èå çàâèñèìîñòè, ïðèâåäåííîé íà
ðèñ. 5, îò ãðàôèêà èç ñòàòüè Ïåòåðìàíà [22] ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ñòàáèëü-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè âûñîêîé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè íå òðåáóåòñÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ,
òàê êàê ñóùåñòâóþò R ∈ [R∗

1, R
∗
3] òàêèå, ÷òî ψ(R0) > R∗

3. Â ïðîöåññå àïåðèîäè÷åñêèõ
êîëåáàíèé ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ñîñòîÿíèå, ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèÿ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû ïîêèíåò äèàïàçîí, îãðàíè÷åííûé ñâåðõó R∗

3, è îêàæåòñÿ â îáëàñòè ïðèòÿæå-
íèÿ óñòîé÷èâîé òî÷êè R∗

4. Äàííîå ñîñòîÿíèå îòðàæàåò ðåàëüíóþ ñèòóàöèþ äëÿ ðÿäà
ïîïóëÿöèé � ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ÷èñëåííîñòè, ïðè äîñòèæåíèè êîòîðîé ïîïóëÿöèÿ
ïðåâûøàåò ïîðîã êîíòðîëÿ ëèìèòèðóþùèõ ôàêòîðîâ è ïðîèñõîäèò ñòðåìèòåëüíîå óâå-
ëè÷åíèå, �âñïûøêà�, åå ÷èñëåííîñòè.

Â áèîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ñâîéñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû òàêîâû, ÷òî ñìåíà
óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ õàîòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñ-
ëåííîñòè ñàìîé ïîïóëÿöèè. Åñëè ÷èñëåííîñòü ïîä âîçäåéñòâèåì ïðîìûñëà îêàçûâàåòñÿ
íèæå îïðåäåëåííîé, òî ïîïóëÿöèÿ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå àïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ
äàëüíåéøåé âîçìîæíîñòüþ êàê ïîëíîãî èñ÷åçíîâåíèÿ, òàê è, â ñëó÷àå ïðåêðàùåíèÿ ïðî-
ìûñëîâîãî äàâëåíèÿ [33], � âîññòàíîâëåíèÿ. Íåáîëüøîå îòêëîíåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé
ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ.

Çàêëþ÷åíèå
Ìîäåëè âèäà çàïàñ�ïîïîëíåíèå â èõòèîëîãè÷åñêîé ïðàêòèêå è, â ÷àñòíîñòè, â îñåòðî-
âîì ðûáîâîäíîì õîçÿéñòâå èãíîðèðîâàëèñü íà îñíîâàíèè íåçíà÷èòåëüíîñòè êîýôôèöè-
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åíòà êîððåëÿöèè ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âåëè÷èíàìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÷åòûðå ïîïó-
ëÿöèè (áåëóãà, ñåâðþãà, ðóññêèé è ïåðñèäñêèé îñåòð) ïîòåðÿëè ïðîìûñëîâîå çíà÷åíèå.
Ïðîìûøëåííûé ëîâ îñåòðîâûõ çàïðåùåí.

Èíòåðåñíà èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ ïðîöåññà, ïðèâåäøåãî ê äåãðàäàöèè ïðîìûñëîâûõ çàïà-
ñîâ îñåòðîâûõ. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì, íî äàííîå ÿâëåíèå äåãðàäàöèè ïîïóëÿöèé
íå áûëî âîâðåìÿ ñïðîãíîçèðîâàíî ýêñïåðòàìè [34]. Â 1986 ã. îïòèìèñòè÷íî ïðîãíîçè-
ðîâàëàñü âîçìîæíîñòü íåçíà÷èòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ óëîâîâ âîëæñêîé ñåâðþãè. Êàê èç-
âåñòíî, ê 1992 ã. óëîâû îñåòðîâûõ ñíèçèëèñü â 2.5 ðàçà, à çà ñëåäóþùèå âîñåìü ëåò � åùå
â 10 ðàç. Ýêîëîãè ñòàëè ïèñàòü î äåãðàäàöèè çàïàñîâ â ñåðåäèíå 1990-x. Àâòîðû ïðî-
ãíîçà, íåïîñðåäñòâåííî èçó÷àâøèå äèíàìèêó ïðîìûñëîâûõ çàïàñîâ îñåòðîâûõ Âîëãî-
Êàñïèéñêîãî ðåãèîíà è ó÷àñòâîâàâøèå â îïðåäåëåíèè ðåæèìà ïðîìûëà, â ðàáîòå [35]
â 2000 ã. ïèñàëè: �Íåñìîòðÿ íà ïåðâîíà÷àëüíîå óâåëè÷åíèå óëîâîâ îñåòðîâûõ, â äàëü-
íåéøåì íàñòóïèëè ñòàãíàöèÿ è ñïàä ÷èñëåííîñòè�. Òàêèì îáðàçîì, íåó÷åò îïèñàííîé â
íàñòîÿùåé ðàáîòå íåëèíåéíîñòè çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîñòè âîñïðîèçâîäñòâà îò ÷èñ-
ëåííîñòè íå ïîçâîëèë ýêñïåðòàì âîâðåìÿ ïðèíÿòü ðåøåíèå î ïðèîñòàíîâêå ïðîìûñëà.

Îñîáóþ ðîëü â äèíàìèêå ïðîöåññà ñûãðàëî èñêóññòâåííîå âîñïðîèçâîäñòâî. Â êîí-
öå 1970-õ ïî ðàñ÷åòàì ïëàíèðîâàëîñü äîâåñòè âûïóñê ìîëîäè äî 90 ìëí øò., ÷òî áûëî
äîñòèãíóòî ê 1984 ã. Ñîãëàñíî ïðîãíîçàì, òàêèå îáúåìû âûïóñêà ìîãëè ïîçâîëèòü äî-
âåñòè âûëîâ îñåòðîâûõ äî 30 òûñ. ò. Îäíàêî ñóùåñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ óëîâîâ, êàê
îòìå÷àëîñü ðàíåå, íå ïðîèçîøëî. Íåëèíåéíûå ìîäåëè ôîðìèðîâàíèÿ ïîïîëíåíèÿ ïðåä-
ñêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå ýôôåêòèâíîñòè âîñïðîèçâîäñòâà ïðè ïåðåíàñû-
ùåíèè ýêîëîãè÷åñêîé íèøè ìîëîäüþ îäíîãî âèäà. Ìàññîâûé îäíîìîìåíòíûé âûïóñê
ïðèâîäèò ê íååñòåñòâåííîé êîíöåíòðàöèè ïîïóëÿöèè è áûñòðîìó èñòîùåíèþ êîðìîâîé
áàçû.

Àíàëèç ðàçðàáîòàííûõ ìîäåëåé ïîêàçûâàåò, ÷òî öåëü óâåëè÷åíèÿ ñòàáèëüíûõ, ïî-
ëó÷àåìûõ äëèòåëüíîå âðåìÿ óëîâîâ â äâà ðàçà (êàê ýòî ïëàíèðîâàëîñü äëÿ îñåòðîâûõ
ðûá Êàñïèÿ) ÿâëÿåòñÿ íåðåàëüíîé. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ âûïóñ-
êà ìîëîäè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïåðåñòàåò ðåàãèðîâàòü íà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ðîñò
ýòîé âåëè÷èíû. Â èíòåðïðåòàöèè ìîäåëè Ðèêåðà èñêóññòâåííûé âûïóñê ìîëîäè ìîæåò
ïåðåâåñòè òðàåêòîðèþ ñèñòåìû èç ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â õàîòè÷åñêèé ðåæèì ïðè
äîïîëíèòåëüíîì áèôóðêàöèîííîì ïàðàìåòðå, âëèÿþùåì íà êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè àò-
òðàêòîðà:

R∗ =
ln a/(1−∆N)

b
,

dψ(R∗)
dN

= (1− ln a/(1−∆N))(1−∆N),

è äàííîå ñâîéñòâî ñòàíîâèòñÿ åùå îäíîé ïðîáëåìîé ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè (1).

Àâòîð áëàãîäàðèò Ã.È. Ãóòåí¼âó (ÊàñïÍÈÐÕ) çà ïîìîùü ïðè èçó÷åíèè äàííûõ íà-
áëþäåíèé çà åñòåñòâåííûì âîñïðîèçâîäñòâîì îñåòðîâûõ ðûá Êàñïèÿ.
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