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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè êâàíòî-
âàííûõ âèõðåé â ñâåðõòåêó÷åì ãåëèè â áåçãðàíè÷íîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè ïðîòèâîòîêà. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû â òàê íàçû-
âàåìîì ëîêàëüíîì ïðèáëèæåíèè. Îïèñàí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
äèíàìèêè âèõðåâûõ íèòåé. Ïðåäëîæåí íîâûé êðèòåðèé ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà
ïåðåçàìûêàíèÿ âèõðåâûõ íèòåé, ó÷èòûâàþùèé êàê äðîáëåíèå, òàê è îáúåäèíåíèå
ïåòåëü (ïðîöåññîâ ðåêîííåêöèè), îñíîâàííûé íà ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè âèõðå-
âûõ ýëåìåíòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç íàáî-
ðà âèõðåâûõ êîëåö, ïðåâðàùàåòñÿ â õàîòè÷åñêèé âèõðåâîé êëóáîê, ñîñòîÿíèå êîòî-
ðîãî õàðàêòåðèçóåòñÿ ôëóêòóàöèÿìè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Âû÷èñëåíà
çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè âèõðåâûõ ïåòåëü (äëèíà ëèíèé â åäèíèöå îáúåìà) îò âðå-
ìåíè. Îïðåäåëåíà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðåêîííåêöèé (êîëè÷åñòâî ðåêîííåêöèé â
åäèíèöó âðåìåíè â åäèíè÷íîì îáúåìå) îò ïëîòíîñòè âèõðåâûõ íèòåé. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ èçâåñòíûìè äàííûìè êàê ýêñïåðèìåíòàëüíûõ,
òàê è òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñâåðõòåêó÷èé ãåëèé, êâàíòîâàÿ òóðáóëåíòíîñòü, ÷èñëåííûå àë-
ãîðèòìû, ðåêîííåêöèè, ïëîòíîñòü âèõðåâîãî êëóáêà.

Ââåäåíèå
Äèíàìèêà âèõðåâûõ ñòðóêòóð âî ìíîãîì îïðåäåëÿåò ãèäðîäèíàìè÷åñêèå è òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñâåðõòåêó÷åãî ãåëèÿ [1, 2]. ×èñëåííîå èçó÷åíèå ñîâîêóïíîñòè âèõðå-
âûõ íèòåé â ñâåðõòåêó÷åì ãåëèè íà îñíîâå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âèõðåâîé íèòè (óðàâ-
íåíèå Áèî�Ñàâàðà) ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïðîâîäèëîñü
ìíîãèìè àâòîðàìè [3�7]. Èçíà÷àëüíî ïðîñòàÿ âèõðåâàÿ ñòðóêòóðà â ñâîåé äèíàìèêå
ïðåòåðïåâàåò ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ, ïðåâðàùàÿñü â ñèëüíî çàïóòàííûé âèõðåâîé
êëóáîê. Ïðè ñâîåì äâèæåíèè âèõðåâûå íèòè ìîãóò ïåðåñå÷üñÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðî-
èñõîäèò ëèáî ñëèÿíèå äâóõ ïåòåëü â îäíó, ëèáî äðîáëåíèå îäíîé ïåòëè íà äâå (ïðîöåññû
ðåêîííåêöèè). Ýòè ïðîöåññû îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ýâîëþöèþ âèõðåâîãî
êëóáêà, òàê êàê èçìåíÿþò òîïîëîãèþ âèõðåâîé ñòðóêòóðû.

Â âûøåóïîìÿíóòûõ ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèÿõ ïðîöåññû ðåêîííåêöèè, ñëåäóÿØâàð-
öó [4], îñóùåñòâëÿëèñü ïðè äîñòèæåíèè ìåæäó îòðåçêàìè âèõðåâîé íèòè/íèòåé íåêî-
òîðîãî ðàññòîÿíèÿ 4, êîòîðîå íàõîäèëîñü èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íåëîêàëüíîãî è ëî-
êàëüíîãî âêëàäîâ â îïðåäåëåíèè ñêîðîñòè òî÷êè, ðàñïîëîæåííîé íà âèõðåâîé íèòè.

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû � 10-08-00369 è 10-02-00514).
c© ÈÂÒ ÑÎ ÐÀÍ, 2010.
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Ñîãëàñíî îöåíêå, ñäåëàííîé Øâàðöåì, ýòî ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ∆ =
2R/[c ln(R/a0)], èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè íèòåé (íèòè) ñòàíî-
âèòñÿ ìåíüøå 4, òî ïðîöåññ ðåêîííåêöèé îñóùåñòâëÿåòñÿ. Çäåñü R � ðàäèóñ êðèâèçíû
â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå, c � ïîñòîÿííàÿ (' 1), a0 � ðàäèóñ ÿäðà âèõðÿ. Îäíàêî ìàëîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè âèõðåâîé íèòè/íèòåé íå ãàðàíòèðóåò òîãî, ÷òî ïðè ñâî-
åì äàëüíåéøåì äâèæåíèè ïðîèçîéäåò èõ ïåðåñå÷åíèå. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ
íîâûé êðèòåðèé îñóùåñòâëåíèÿ ðåêîííåêöèé, îñíîâàííûé íà àíàëèçå äèíàìèêè âèõðå-
âûõ íèòåé. Àâòîðàìè ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè âèõðåâîãî êëóáêà
â áåçãðàíè÷íîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ìîäåëèðîâàëîñü ñ ïîìîùüþ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
1.1. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âèõðåâîé íèòè

Ãèäðîäèíàìèêà ñâåðõòåêó÷åãî ãåëèÿ ïîñòðîåíà â òåðìèíàõ äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè [8],
ñóòü êîòîðîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñâåðõòåêó÷åì ãåëèè ìîæåò ñóùåñòâîâàòü îäíîâðå-
ìåííî äâà äâèæåíèÿ: íîðìàëüíîå è ñâåðõòåêó÷åå. Êàæäîå èç ýòèõ äâèæåíèé ñâÿçàíî
ñî ñâîåé ýôôåêòèâíîé ìàññîé. Ñóììà ýòèõ ìàññ ðàâíà ïîëíîé èñòèííîé ìàññå æèäêî-
ñòè. Îáîçíà÷èì ñêîðîñòè íîðìàëüíîãî è ñâåðõòåêó÷åãî äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî êàê
vn è vs. Ïëîòíîñòü ïîòîêà ìàññû æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå j = ρnvn + ρsvs, ãäå
ρn, ρs � íîðìàëüíàÿ è ñâåðõòåêó÷àÿ ïëîòíîñòü æèäêîñòè. Èõ ñóììà ðàâíà èñòèííîé
ïëîòíîñòè ãåëèÿ â ñâåðõòåêó÷åì ñîñòîÿíèè: ρ = ρn + ρs.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âèõðåâûõ íèòåé ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

∂ρ

∂t
+ div j = 0. (1)

Ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå T ïëîòíîñòè íîðìàëüíîé è ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíò îñòà-
þòñÿ ïîñòîÿííûìè, ò. å. ρn = const1, ρs = const2. Òîãäà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
(ñì. (1)) ρn∇vn + ρs∇vs = 0, èëè ∇vn = 0, ∇vs = 0. Ïîñêîëüêó êâàíòîâàííûå âèõ-
ðåâûå íèòè ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî â ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòå, òî â äàëüíåéøåì íàñ
èíòåðåñóåò òîëüêî ñîîòíîøåíèå

∇vs = 0. (2)

Óðàâíåíèå (2) îçíà÷àåò, ÷òî ïîëå ñîëåíîèäàëüíîå è ñêîðîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ðîòîðà íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà

vs = rotA. (3)

Îïðåäåëèì ðîòîð ñêîðîñòè, ò. å. çàâèõðåííîñòü: ω = rotvs = rot rotA (ñì. (3)). Èñ-
ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå èç âåêòîðíîãî àíàëèçà, ïîëó÷èì: rot rotA = grad divA − 4A.
Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàäèåíòà íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè, äëÿ îïðåäåëåííîñòè íàëîæèì íà íåãî êóëîíîâñêóþ êàëèáðîâêó: divA = 0.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëÿ çàâèõðåííîñòè ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ïóàññîíà

4A = −ω. (4)
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Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

A(r) =
1

4π

∫
ω(r− s)

|r− s| dV, (5)

ãäå dV � ýëåìåíò îáúåìà, s � ðàäèóñ-âåêòîð, íàïðàâëåííûé ê íåêîòîðîé òî÷êå âèõ-
ðÿ, r � ðàäèóñ-âåêòîð, íàïðàâëåííûé ê íåêîòîðîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Âçÿâ ðîòîð îò
âûðàæåíèÿ (5), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû:

vs(r) =
1

4π

∫
ω × (r− s)

|r− s|3 dV. (6)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà íåîáõîäèìî çíàòü ïîëå çàâèõðåííîñòè. Ñîãëàñíî Îíçà-
ãåðó [9] è Ôåéíìàíó [10], öèðêóëÿöèÿ Γ ñêîðîñòè ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû êâàíòîâàíà:

Γ =

∮

C

vs · dl = nκ̃. (7)

Èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî çàìêíóòîé (áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé) êðèâîé C â ñâåðõòåêó÷åé
æèäêîñòè. Âåëè÷èíîé κ̃ îáîçíà÷åí êâàíò öèðêóëÿöèè äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè, ðàâíûé h/m4,
ãäå h � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, m4 � ìàññà àòîìà ãåëèÿ, n � öåëîå ÷èñëî. Ñîãëàñíî òåî-
ðåìå Ñòîêñà, öèðêóëÿöèÿ ðàâíà ïîòîêó çàâèõðåííîñòè ÷åðåç îãðàíè÷åííóþ êðèâîé C
îòêðûòóþ ïîâåðõíîñòü S:

Γ =

∮

C

vs · dl =

∫∫
(∇× vs) · e dS, (8)

ãäå e � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïîâåðõíîñòè dS. Ñîãëàñíî òåîðåìå Êåëü-
âèíà, öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó â èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðè ïðåäïî-
ëîæåíèè íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòè è ãëàäêîñòè äåôîðìàöèè êîíòóðà ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-
àíòîì äâèæåíèÿ: dΓ/dt = 0.

Â ñâåðõòåêó÷åì ãåëèè îáðàçóþòñÿ âèõðè ñ ðàäèóñîì ÿäðà a0 ïîðÿäêà àíãñòðåìà.
Èíà÷å ãîâîðÿ, ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî âäîëü íåêîòîðîé
ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé (ëèíèè). Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè íàçûâàþò áåñ-
êîíå÷íî òîíêîé âèõðåâîé íèòüþ. Äàëåå ïîä òåðìèíîì �âèõðåâàÿ íèòü� ïîäðàçóìåâàåòñÿ
áåñêîíå÷íî òîíêàÿ âèõðåâàÿ íèòü. Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ âèõðåâóþ íèòü. Âåêòîð çà-
âèõðåííîñòè áóäåò ïàðàëëåëåí ýëåìåíòó íèòè ds. Òîãäà äëÿ öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè èç
óðàâíåíèé (7) è (8) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Γ = ωδS = nκ̃ (9)

(çäåñü è äàëåå ïîëàãàåì n = 1, òàê êàê ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ âèõðåé ÿâëÿåòñÿ ýíåðãå-
òè÷åñêè âûãîäíûì). Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ äëÿ ñêîðîñòè ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû. Â
óðàâíåíèè (6) ýëåìåíò îáúåìà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äëèíû ýëåìåíòà
íèòè è ïëîùàäè åå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ: dV = δSds. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (9),
ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé èíòåãðàë Áèî�Ñàâàðà:

vB =
dsB

dt
=

1

4π
lim
δs→0

∮

L

ω × (r− s)δSds

|s− r|3 =
κ̃

4π

∮

L

(s− r)× ds

|s− r|3 . (10)
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Ðèñ. 1. Ñõåìà âåêòîðîâ äëÿ ôðàãìåíòà âèõðåâîé íèòè; O � íà÷àëî êîîðäèíàò, 1 � ýëåìåíò
âèõðåâîé ëèíèè, 2 � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà

Ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü æèäêîñòè â íåêîòîðîé òî÷êå r (ðèñ. 1). Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ñêîðîñòè âèõðåâîé íèòè âåëè÷èíà r äîëæíà ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ
íèòè:

vB =
κ̃

4π

∮

L

(s(ξ′, t)− s(ξ, t))× s′(ξ′)

|s(ξ′, t)− s(ξ, t)|3 dξ′. (11)

Çäåñü è äàëåå s(ξ) � ðàäèóñ-âåêòîð, íàïðàâëåííûé ê íåêîòîðîé òî÷êå âèõðÿ, ïàðà-
ìåòð ξ � äëèíà äóãè, êîòîðàÿ ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî L (ïîëíàÿ äëèíà âèõðåâîé
íèòè), s′ � ïðîèçâîäíàÿ ðàäèóñ-âåêòîðà ïî ïàðàìåòðó, èëè êàñàòåëüíûé âåêòîð. Èíòå-
ãðàë (11) ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå s(ξ′, t) = s(ξ, t). Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ââîäèòñÿ ïàðàìåòð
îáðåçàíèÿ δ [11�13]. Âåëè÷èíà δ îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ

ln(2δ/a0) = g. (12)

Ëó÷øåå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì [14] íàáëþäàåòñÿ ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â ñâåðõòå-
êó÷åì ãåëèè âèõðü èìååò ÿäðî êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, â êîòîðîì çàâèõðåííîñòü ω ïîñòîÿííà,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè âèõðÿ Ðýíêèíà; òîãäà g = 1/4. Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå g â
óðàâíåíèå (12), ïîëó÷èì δ = 0.64 · a0, ò. å. âåëè÷èíà ïàðàìåòðà îáðåçàíèÿ èìååò òîò æå
ïîðÿäîê, ÷òî è çíà÷åíèå ðàäèóñà ÿäðà.

Ïîëíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýëåìåíòîâ âèõðåâîé íèòè vsl (áåç ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ
ñ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòîé æèäêîñòè) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñâåðõòåêó-
÷åé êîìïîíåíòû æèäêîñòè vs0 è ñêîðîñòè vB, èíäóöèðîâàííîé âñåìè ïðèñóòñòâóþùèìè
â ñèñòåìå âèõðåâûìè íèòÿìè. Âëèÿíèå ãðàíèö îáúåìà ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íåêî-
òîðîé êîððåêöèè ïîëíîé ñêîðîñòè íà âåëè÷èíó vs,b:

vsl = vB + vs0 + vs,b. (13)

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè âèõðåâîãî êëóáêà íåîáõîäèìî òàêæå ó÷èòûâàòü ñèëó òðå-
íèÿ ftr, âîçíèêàþùóþ ïðè âçàèìîäåéñòâèè âèõðåé ñ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòîé æèäêîñòè.
Â îáùåì ñëó÷àå ñêîðîñòü ýëåìåíòà âèõðåâîé íèòè (vL) îòëè÷íà îò ñêîðîñòè ñâåðõòåêó-
÷åé æèäêîñòè â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ âèõðåâîé íèòè (vsl), ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
ñèëû Ìàãíóñà. Ó÷òåì âëèÿíèå ñèë òðåíèÿ è Ìàãíóñà. Âåëè÷èíà ñèëû òðåíèÿ çàâèñèò
îò ðàçíîñòè ñêîðîñòåé íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû æèäêîñòè vn è âèõðÿ vL. Ñîãëàñíî [2],

ftr = −γ0s
′ × [s′ × (vn − vL)] + γ′0s

′ × (vn − vL), (14)
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ãäå êîýôôèöèåíòû òðåíèÿ γ0 è γ′0 çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû è íàõîäÿòñÿ ýêñïåðèìåíòàëü-
íî. Ñèëà Ìàãíóñà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì [11]:

fÌ = ρsκ̃s′ × (vL − vsl). (15)
Ïîñêîëüêó ìàññà ÿäðà âèõðÿ î÷åíü ìàëà, òî åå ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíîé íóëþ. Òîãäà
ñóììà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà âèõðü, äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ò. å. ftr + fÌ = 0, èëè,
ïîäñòàâëÿÿ èõ çíà÷åíèÿ èç (14), (15), ïîëó÷èì:

s′ × [ρsκ̃(vL − vsl)− γ0s
′ × (vn − vL) + γ′0(vn − vL)] = 0. (16)

Ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè âåêòîð, ðàâíûé ñóììå âåêòîðîâ â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ, ïàðàëëåëåí s′ èëè ðàâåí íóëþ. Äâèæåíèå âäîëü âèõðÿ (âäîëü s′) íå âëèÿåò
íà çíà÷åíèå ñêîðîñòè âèõðÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ
óðàâíåíèÿ (16) ðàâíî íóëþ. Èç ïîñëåäíåãî ìîæíî íàéòè ñêîðîñòü âèõðÿ:

vL = vsl + α(vn − vsl)− α′(vn − vsl), (17)
ãäå α è α′ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç γ è γ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α =
γ0κ̃ρs

γ2
0 + (γ′0 − κ̃ρs)2

, α′ =
γ2

0 + γ′0(γ
′
0 − κ̃ρs)

γ2
0 + (γ′0 − κρs)2

.

×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè T = 1.6K. Ïðè ýòîé òåìïåðàòóðå, ñîãëàñ-
íî [12], α = 0.098, α′ = 0.012. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ýëåìåíòîâ âèõðåâûõ
íèòåé (ñì. óðàâíåíèÿ (17), (13), (11)) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå èíäóöèðîâàííîé
ñêîðîñòè vB. Â ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëîñü ëîêàëüíîå ïðèáëèæåíèå, ñîãëàñ-
íî êîòîðîìó äâèæåíèå òî÷êè íèòè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî áëèæàéøèìè ê íåé îòðåçêàìè
(ó÷àñòêàìè âèõðåâîé íèòè). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (11). Ðàçëîæèì s(ξ′) â ðÿä Òåéëîðà
â òî÷êå s(ξ): s(ξ′)− s(ξ) = ξs′ + ξ2s′′/2 + ..., è ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî âûðàæåíèå ïî ξ:
ds(ξ′)/dξ = s′ + ξs′′ + ... Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (11), ïîëó÷èì

vB =
κ̃

4π

∮

L

(ξs′ + ξ2s′′/2 + ...)× (s′ + ξs′′ + ...)

|ξs′ + ξ2s′′/2 + ...|3 dξ. (18)

Ïðåíåáðåãàÿ â (18) ïðîèçâîäíûìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ, âû÷èñëèì ñêîðîñòü â ëîêàëüíîì
(ñàìîèíäóöèðîâàííîì) ïðèáëèæåíèè:

vsi =
κ̃

8π
s′ × s′′

∮

L

|ξ|−1(1 + O(ξ))dξ. (19)

Óðàâíåíèå (19) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
vsi = βs′ × s′′. (20)

Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî ëó÷øàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôîðìóëû (11) âûðàæåíèåì (20) äî-
ñòèãàåòñÿ ïðè β = c (κ/4π) ln(R/a0) è êîíñòàíòå c = 1.1, ÷òî íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ
îò âûðàæåíèÿ äëÿ β = (κ/4π) · ln(cR/a0), ãäå c èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà 1. Ïîñëåä-
íåå èñïîëüçîâàëîñü â ðàáîòå Øâàðöà [4]. Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ β îïðåäåëÿëàñü ñîãëàñíî
[7]. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé: vs(x) = vs(x + l),vs(y) = vs(y + l),vs(z) = vs(z + l) (ïåðèîä l = xmax − xmin =
ymax − ymin = zmax − zmin). Åñëè âèõðåâîé ñåãìåíò íèòè âûõîäèò çà ãðàíèöû ðàñ÷åò-
íîé îáëàñòè ñ îäíîé ñòîðîíû, òî âõîäèò â íåå ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû è ïðè ýòîì
ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå s′.
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1.2. Ïðîöåññû ðåêîííåêöèè
Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äèíàìèêè âèõðåé íå ó÷èòûâàåò ïåðåçàìûêàíèå ïåòåëü. Îäíàêî
ïðîöåññû ðåêîííåêöèè ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ òîïîëîãèè âèõðåâûõ íèòåé, ÷òî â ñâîþ
î÷åðåäü îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ýâîëþöèþ âèõðåâîãî êëóáêà. Ðàññìîòðèì
ïðîöåññû ðåêîííåêöèé âèõðåâûõ íèòåé ñ ó÷åòîì ïðåäëàãàåìîãî àâòîðàìè íîâîãî êðèòå-
ðèÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïåðåçàìûêàíèé. Ïåðâûì øàãîì ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ïåðå-
çàìûêàíèé ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïàð òî÷åê (êàæäàÿ ïàðà îðãàíèçîâàíà ñîñåäíèìè òî÷êàìè
âèõðÿ) òàêèõ, ÷òî îòðåçêè âèõðåâûõ íèòåé, êîíöàìè êîòîðûõ îíè ÿâëÿþòñÿ, ìîãóò ïå-
ðåñå÷üñÿ â òå÷åíèå âðåìåííîãî øàãà τ (ñì. ïîäðîáíåå â ðàçäåëå 2.3). Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ
ýòèõ ïàð ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ó÷àñòêè íèòåé ìåæäó êàæäîé èç ïàð äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ â òå÷åíèå âðåìåíè τ (ðèñ. 2).

Èç óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé

xi + Vx,ih + (xi+1 − xi)s1 = xj + Vx,jh + (xj+1 − xj)s2,

yi + Vy,ih + (yi+1 − yi)s1 = yj + Vy,jh + (yj+1 − yj)s2, (21)

zi + Vz,ih + (zi+1 − zi)s1 = zj + Vz,jh + (zj+1 − zj)s2, 0 ≤ s1 ≤ 1, 0 ≤ s2 ≤ 1

îïðåäåëÿåì, âîçìîæíî ëè ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ íèòåé. Çäåñü (xi, yi, zi, xi+1, yi+1, zi+1) �
êîîðäèíàòû ïåðâîé è (xj, yj, zj, xj+1, yj+1, zj+1) âòîðîé ïàð òî÷åê, à Vx,i, Vy,i, Vz,i, Vx,j,
Vy,j, Vz,j � ïðîåêöèè ñêîðîñòåé òî÷åê íà êîîðäèíàòíûå îñè. Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìå-
åò ñëåäóþùèé âèä:

h = −(−(xi+1−xi)(zj+1− zj)yi +(xi+1−xi)(zj+1− zj)yj + (xi+1−xi)(yj+1− yj)zi + (zj+1−
zj)(yi+1 − yi)xi − (zj+1 − zj)(yi+1 − yi)xj − (zi+1 − zi)(xj+1 − xj)yj − (yi+1 − yi)(xj+1 −
xj)zi)− (xi+1− xi)(yj+1− yj)zj + (yi+1− yi)(xj+1− xj)zj + (yj+1− yj)(zi+1− zi)xj − (yj+1−
yj)(zi+1 − zi)xi + (zi+1 − zi)(xj+1 − xj)yi)/(−(xi+1 − xi)(yj+1 − yj)Vz,j + (xi+1 − xi)(yj+1 −
yj)Vz,i + (xi+1 − xi)(zj+1 − zj)Vy,j − (zi+1 − zi)(xj+1 − xj)Vy,j + (yi+1 − yi)(xj+1 − xj)Vz,j +
(yj+1 − yj)(zi+1 − zi)Vx,j − (yj+1 − yj)(zi+1 − zi)Vx,i − (yi+1 − yi)(xj+1 − xj)Vz,i − (xi+1 −
xi)(zj+1−zj)Vy,i+(zj+1−zj)(yi+1−yi)Vx,i−(zj+1−zj)(yi+1−yi)Vx,j+(zi+1−zi)(xj+1−xj)Vy,i).

Åñëè âðåìÿ h îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå âðåìåííîãî øàãà ñõåìû τ , òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðî-
öåññ ðåêîííåêöèè. Âûðàæåíèÿ äëÿ s2, s1 íå ïðèâîäÿòñÿ èç-çà èõ ãðîìîçäêîñòè. Åñëè
ðàññìàòðèâàåìûå ñåãìåíòû ïðèíàäëåæàò îäíîé ïåòëå, òî èç íåå îáðàçóåòñÿ äâå ïåòëè,
åñëè æå ñåãìåíòû ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïåòëÿì, òî äâå ïåòëè îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó.
Íî â òîì è äðóãîì ñëó÷àå ðåêîííåêöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû öèðêó-
ëÿöèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ñîõðàíÿëàñü.

Ðèñ. 2. Ïåðåñåêàþùèåñÿ ó÷àñòêè âèõðåâûõ íèòåé
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2. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà
2.1. ×èñëåííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè

êâàíòîâàííûõ âèõðåâûõ íèòåé
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè vsi (ñì. óðàâíåíèå (20)) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíûå
s′, s′′. Îíè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ âåêòîðîâ l+ = si+1 − si

è l− = si−si−1. Ðàçëîæèì âåêòîðû si+1, si−1 â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå si; òîãäà âûðàæåíèÿ
äëÿ l+, l− èìåþò âèä

l+ = s+s′ +
s2
+s′′

2
+

s3
+s′′′

6
+

s4
+s′′′′

24
+ ...,

l− = s−s′ −
s2
−s

′′

2
+

s3
−s

′′′

6
− s4

−s′′′′

24
+ ...

Çäåñü s+ � äëèíà äóãè ìåæäó si+1 è si, à s− � ìåæäó si è si−1. Èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæ-
íî ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíûõ è ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ èõ âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ:

s′ × s′′ =
−2

l+l−|l+ + l−| l+ × l− + ε, (22)
êîòîðîå îïðåäåëÿëîñü ñ òî÷íîñòüþ

ε =
s+ − s−

3
s′ × s′′′ + ... (23)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè òî÷åê âèõðåâûõ ïåòåëü íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü âû÷èñëåííîå
çíà÷åíèå vsi â óðàâíåíèå (17).

2.2. Ðåãóëèðîâàíèå êîëè÷åñòâà òî÷åê íà âèõðÿõ
Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (22) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (23). Èç (23) ñëå-
äóåò, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ðàçíîñòè s+ è s− òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè óâåëè÷èâàåò-
ñÿ. Ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ε â âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöå-
äóðà: åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ñòàíîâèòñÿ â äâà ðàçà ìåíüøå èçíà÷àëüíî âû-
áðàííîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî øàãà âäîëü âèõðåâîé íèòè ∆ξ0 (øàã âûáèðàëñÿ èç óñëî-
âèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ÷èñëåííîãî è àíàëèòè÷åñêîãî çíà÷åíèé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âèõðå-
âîãî êîëüöà), òî ïðîìåæóòî÷íàÿ òî÷êà óáèðàåòñÿ, è íàîáîðîò, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó òî÷êàìè si è si+1 ñòàíîâèòñÿ â äâà ðàçà áîëüøå ∆ξ0, òî ìåæäó íèìè âñòàâëÿåòñÿ
åùå îäíà òî÷êà ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì si′ . Òî÷êà i′ âñòàâëÿåòñÿ íà ñåðåäèíå äóãè îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñîì Ri′ = |s′′i′ | = |(s′′i + s′′i+1)/2|. Êîîðäèíàòà åå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
si′ = (si + si+1)/2 + (

√
R2

i′ − l2+/4 − Ri′)Ri′s
′′
i′ . Ïåòëè èç òðåõ òî÷åê â ïðîöåññå ðàñ÷åòà

óáèðàëèñü. Óìåíüøåíèå äëèíû íèòåé çà ñ÷åò óäàëåíèÿ ìàëûõ ïåòåëü ñîñòàâëÿëî âåëè-
÷èíó ïðèìåðíî íà òðè ïîðÿäêà ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ óìåíüøåíèåì åå çà ñ÷åò ñèëû
òðåíèÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà íå ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì îøèáîê.

2.3. Îòáîð îòðåçêîâ � êàíäèäàòîâ äëÿ ðåêîííåêöèè
Ïðè îòáîðå ïàð ñîñåäíèõ òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ êîíöàìè îòðåçêîâ, êîòîðûå ìîãóò ïåðå-
ñå÷üñÿ â òå÷åíèå âðåìåííîãî øàãà, ïðèìåíÿëàñü ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà. Âñå ïðîñòðàí-
ñòâî, çàíèìàåìîå âèõðåâûì êëóáêîì, ðàçáèâàëîñü íà ÿ÷åéêè, ðàçìåðû êîòîðûõ îïðåäå-
ëÿëèñü êàê 4x = V max

x τ , 4y = V max
y τ , 4z = V max

z τ . Çäåñü V max
x , V max

y , V max
z � ìàêñè-

ìàëüíûå ïðîåêöèè ñêîðîñòåé òî÷åê âèõðåâûõ íèòåé íà ñîîòâåòñòâóþùèå îñè êîîðäèíàò.
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Îòðåçêè, íàõîäÿùèåñÿ â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ, ÿâëÿþòñÿ êàíäèäàòàìè äëÿ ðåêîííåêöèé.
Ïðèìåíåíèå ýòîé ïðîöåäóðû ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò ðàñ÷åòíîå âðåìÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïðîöåäóðîé, â êîòîðîé îòñëåæèâàåòñÿ äâèæåíèå êàæäîãî îòðåçêà âèõðåâûõ íèòåé.

3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â êóáè÷åñêîì îáúåìå, íà ãðàíèöàõ êîòîðîãî çàäàâàëèñü ïå-
ðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïî âñåì êîîðäèíàòàì. Ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû äëÿ
ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòåé ïðîòèâîòîêà Vns = Vn −Vs, à èìåííî: Vns = 6, 8 è 12 ñì/ñ. Íà-
÷àëüíàÿ âèõðåâàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâàäöàòü ÷åòûðå âèõðåâûõ êîëüöà
(ðèñ. 3), ðàñïîëîæåííûõ â êóáå ñî ñòîðîíîé l = 50 ìêì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëíûé
íà÷àëüíûé èìïóëüñ ñèñòåìû áûë ðàâåí íóëþ. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ ïî âðåìåíè áûëà èñïîëüçîâàíà ñõåìà Ðóíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.
Ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ êîëüöà R áûë ðàâåí 5 · 10−4 ñì, ïðîñòðàíñòâåííûé øàã âäîëü
ëèíèè ∆ξ0 = 2πR/100. Øàã ïî âðåìåíè âûáèðàëñÿ èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñõåìû:
τ = 2

√
2a2/(4β) (ãäå a � ïðîñòðàíñòâåííûé øàã) äëÿ a = ∆ξ0/2.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà òèïè÷íàÿ êàðòèíà ýâîëþöèè âèõðåâûõ ïåòåëü, ïîëó÷åííàÿ
â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå. Çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå ýâîëþöèè èçíà÷àëüíî ãëàäêàÿ ñè-
ñòåìà âèõðåâûõ êîëåö òðàíñôîðìèðóåòñÿ â õàîòè÷åñêèé âèõðåâîé êëóáîê. Ïîñëå íåêî-
òîðîãî ïåðåõîäíîãî ïåðèîäà, äëèòåëüíîñòü êîòîðîãî çàâèñèò îò ñêîðîñòè ïðîòèâîòîêà,
êëóáîê ïðèõîäèò â ñîñòîÿíèå, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ ôëóêòóàöèÿìè ðàçëè÷íûõ ôè-
çè÷åñêèõ âåëè÷èí, òàêèõ êàê ïîëíàÿ äëèíà, ýíåðãèÿ è ò. ä.

à á

â ã

Ðèñ. 3. Ðàçâèòèå âèõðåâîãî êëóáêà ïðè ñêîðîñòè ïðîòèâîòîêà Vns = 12 ñì/ñ; t = 0 (à), 2 ìñ (á),
7 ìñ (â), 10.8 ìñ (ã)
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Îäíîé èç îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê âèõðåâîãî êëóáêà ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü âèõðåâûõ
íèòåé L (îáùàÿ äëèíà âèõðåâûõ ïåòåëü â åäèíèöå îáúåìà). Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà çà-
âèñèìîñòü ýòîé âåëè÷èíû îò âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè ïðîòèâîòîêà.
Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ïëîòíîñòè âèõðåâûõ íèòåé ôëóêòóèðóþò îêîëî ñðåäíåé
âåëè÷èíû, çíà÷åíèå êîòîðîé îïðåäåëÿëîñü ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïî ìíå-
íèþ àâòîðîâ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòèæåíèè ñèñòåìîé ñòàöèîíàðíîãî
ñîñòîÿíèÿ ñ ìàëîé àìïëèòóäîé ôëóêòóàöèé.

Ïðè îïðåäåëåíèè çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè âèõðåâûõ íèòåé L, ñîîòâåòñòâóþùåé ñòà-
öèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ, îò ñêîðîñòè ïðîòèâîòîêà Vns, áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå

L = γ2V 2
ns (24)

c γ ≈ 280 (ðèñ. 5). Òàêàÿ æå çàâèñèìîñòü L îò Vns íàáëþäàëàñü â ýêñïåðèìåíòå [15].
Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [4] ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå äîñòèãàëîñü ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïåöè-
àëüíîé ïðîöåäóðû: ïîâîðîòà âèõðåé íà 90◦ îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè ïðîòè-
âîòîêà.

Ðèñ. 4. Ïëîòíîñòü âèõðåâûõ íèòåé L êàê ôóíêöèÿ îò âðåìåíè ïðè ñêîðîñòè ïðîòèâîòîêà Vns,
ðàâíîé 6 (1), 8 (2) è 12 ñì/ñ (3)

Ðèñ. 5. Ïëîòíîñòü âèõðåâûõ íèòåé êàê ôóíêöèÿ îò ñêîðîñòè ïðîòèâîòîêà â ëîãàðèôìè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ; òî÷êè � ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ïåðåçàìûêàíèé N ñ îáðàçîâàíèåì è äåëåíèåì ïåòåëü îò âðå-
ìåíè; âåðõíèå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ïðîöåññó äåëåíèÿ ïåòåëü, íèæíèå � ïðîöåññó îáðàçîâàíèÿ

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðåêîííåêöèé îò ïëîòíîñòè âèõðåâîãî êëóáêà â ëîãàðèôìè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ; òî÷êè � ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Äðóãîé âàæíîé âåëè÷èíîé õàðàêòåðèñòèêè âèõðåâîãî êëóáêà ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü
÷èñëà ðåêîííåêöèé N îò âðåìåíè. Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû ãðàôèêè êîëè÷åñòâà ðåêîí-
íåêöèé, ïðèâîäÿùèõ ê ðàñïàäó è îáðàçîâàíèþ ïåòåëü, êàê ôóíêöèé îò âðåìåíè ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè ïðîòèâîòîêà. Ñêîðîñòü äåëåíèÿ ïåòåëü ëèøü íåìíîãî
ïðåâûøàåò ñêîðîñòü èõ îáðàçîâàíèÿ.

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ðåêîííåêöèé N ′ = dN(t)/dt
(÷èñëî ïåðåçàìûêàíèé â åäèíèöó âðåìåíè) äëÿ êàæäîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ

N ′ ≈ CκL5/2 (25)

ñ C ≈ 2.47 (ðèñ. 7). Ýòà çàâèñèìîñòü ðàíåå áûëà ïðåäñêàçàíà â ðàñ÷åòíûõ [3, 16] è àíà-
ëèòè÷åñêîé [17] ðàáîòàõ.

Òàêèì îáðàçîì ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî
èçíà÷àëüíî ãëàäêàÿ ñèñòåìà âèõðåâûõ ïåòåëü òðàíñôîðìèðóåòñÿ â õàîòè÷åñêèé âèõ-
ðåâîé êëóáîê. Äîñòèãíóòî ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå. Íàéäåíû çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè
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âèõðåâûõ íèòåé L îò ñêîðîñòè ïðîòèâîòîêà Vns è ñêîðîñòè ðåêîííåêöèé N ′ îò L. Ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ, ðàñ÷åòíûõ è
àíàëèòè÷åñêèõ ðàáîò.
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