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ïëåêñîâ, îðèåíòèðîâàííûõ íà çàäà÷è îïòèìèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ, ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû.

Ââåäåíèå
Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ÇÎÓ), êàê ïðàâèëî, ïðèñóòñòâó-
þò îãðàíè÷åíèÿ íå òîëüêî íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, íî è íà ôàçîâûå ïåðåìåííûå.
Òðàäèöèîííûå ïîäõîäû ïðåäïîëàãàþò âûäåëåíèå äâóõ êëàññîâ ÇÎÓ ñ òðàåêòîðíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè: çàäà÷è ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè (ñì. [1]), íàëàãàåìûìè â êî-
íå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè, è çàäà÷è ñ ôàçîâûìè (ñìåøàííûìè, èíòåðâàëüíûìè) îãðà-
íè÷åíèÿìè, äåéñòâóþùèìè íà âñåì âðåìåííîì èíòåðâàëå. Çàäà÷è ñ ïðîìåæóòî÷íûìè
îãðàíè÷åíèÿìè, íàêëàäûâàåìûìè âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé, ëåãêî ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîìó èç ýòèõ êëàññîâ ïóòåì ïðîñòûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ðåäóêöèé è ïîýòîìó â îòäåëüíûé êëàññ íå âûäåëÿþòñÿ. Çàäà÷è ñ ôàçîâûìè
îãðàíè÷åíèÿìè ïîñòîÿííî âîçíèêàþò â ñëó÷àÿõ, êîãäà â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè â
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íå áûëè âíåñåíû íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå òðå-
áîâàíèÿ: íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ, íàõîæäåíèÿ òðàåêòîðèé â íåêîòîðîé �òðóáêå�,
îòñå÷åíèÿ îáëàñòåé íåôèçè÷íîñòè ìîäåëè è äð. Ê çàäà÷àì ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿ-
ìè ôîðìàëüíî ìîæåò áûòü îòíåñåí èíòåíñèâíî èññëåäóåìûé â íàñòîÿùåå âðåìÿ êëàññ
àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ (â äðóãèõ èñòî÷íèêàõ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ)
ñèñòåì.

Òðàäèöèîííî ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿ
ó÷åòà òðàåêòîðíûõ îãðàíè÷åíèé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä øòðàôîâ (ñì., íàïðèìåð, [2�4]).
Áóäó÷è ïðîñòûì è óäîáíûì â èñïîëüçîâàíèè ýòîò ìåòîä, êàê èçâåñòíî, èìååò ñóùå-
ñòâåííûå âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè ïðè ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ è çíà÷èòåëü-
íóþ ïîòåðþ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ äðóãèå ïîäõîäû
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ê ïîñòðîåíèþ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè
îãðàíè÷åíèÿìè è ïðåäëîæåííûå íà èõ îñíîâå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû.

1. Êàíîíè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
Ïóñòü èìååòñÿ óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ẋ = f(x(t), u(t), t), x(t0) = x0, îïðå-
äåëåííûé íà èíòåðâàëå T = [t0, t1]. Çäåñü t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ (÷àùå âñåãî
âðåìÿ); x(t) � n-âåêòîð ôàçîâûõ êîîðäèíàò; u(t) � r-âåêòîð óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé;
n-âåêòîð-ôóíêöèÿ f(x(t), u(t), t) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîé ïî
âñåì àðãóìåíòàì, êðîìå t. Íà÷àëüíûé ôàçîâûé âåêòîð x(t0) = x0 çàäàí. Äîïóñòèìû-
ìè áóäåì íàçûâàòü óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè u(t) ∈ U ⊂ Er äëÿ ∀ t, ãäå U � âûïóêëîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì òðàåêòîðèè
(ÇÎÓÑÊ) ñîñòîèò â ïîèñêå âåêòîð-ôóíêöèè u(t), óäîâëåòâîðÿþùåé îãðàíè÷åíèÿì è äî-
ñòàâëÿþùåé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó I0(u) = ϕ0(x(t1)). Â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè (ÇÎÓÒÎ) ïðèñóòñòâóþò òàêæå îãðàíè÷åíèÿ
âèäà Ij(u) = ϕj(x(t1)) = (≤) 0, j = 1,m. Â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè
îãðàíè÷åíèÿìè (ÇÎÓÔÎ) íà òðàåêòîðèè ñèñòåìû èìåþòñÿ ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ òèïà
íåðàâåíñòâà Ij(u) = gj(x(t), u(t), t) ≤ 0, j = m + 1,mt. Âñå ôóíêöèè ϕj(x(t1)), j = 0,m,
è gj(x(t), u(t), t), j = m + 1,mt, ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî
âñåì àðãóìåíòàì.

2. Ñïåöèôèêà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè

Â îòëè÷èå îò çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïî-
äàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ÇÎÓÔÎ ôîðìóëèðóåòñÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå íåðàâåíñòâ.
Ïîÿâëåíèå â çàäà÷å ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ òèïà g(x, u, t) = 0 ÷àùå âñåãî ãîâî-
ðèò î ìåòîäè÷åñêîé íåçàâåðøåííîñòè ìîäåëè; â òàêîé ñèòóàöèè óìåñòíî ïðåäâàðèòåëüíî
ðàññìîòðåòü öåëåñîîáðàçíîñòü ñîõðàíåíèÿ â ôîðìóëèðîâêå ÇÎÓ òàêîãî òèïà êðèòåðèÿ.
Åñëè îãðàíè÷åíèÿ-ðàâåíñòâà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îäíèì èç
ñïîñîáîâ ðåäóêöèè çàäà÷è ëèáî ïðèìåíèòü ìåòîä øòðàôîâàíèÿ. Ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ-
ðàâåíñòâà â ñèëó âûøåñêàçàííîãî íå âêëþ÷åíû â êàíîíè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, è
â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ìåòîäû ó÷åòà ôàçîâûõ íåðàâåíñòâ.

Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà g(x, t) ≤ 0 èëè
g(x, u, t) ≤ 0 âñåãäà ñ÷èòàëèñü ñëîæíûìè. Ñóùåñòâåííûì ôàêòîðîì ïðè ðåøåíèè òàêèõ
çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èíåðöèîííîñòü óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (èíäåêñ îãðàíè÷åíèÿ). Ïðè áîëü-
øîé èíåðöèîííîñòè îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ñîäåðæàò íà âðåìåííîì èíòåðâàëå ó÷àñò-
êè �ïðåäâàðèòåëüíîãî ïîäõîäà� ê îãðàíè÷åíèþ (�ñèíãóëÿðíàÿ ìåðà� ïðè êàñàíèè), íà
êîòîðûõ ëþáûå ìåòîäû ñõîäÿòñÿ ïëîõî. Â òåðìèíàõ àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå ïîñëå ïîòî÷å÷íîé äèñêðåòèçàöèè
ïåðåõîäèò â íàáîð îãðàíè÷åíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ìíîãèå àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ ñ
ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ìîãóò òðàêòîâàòüñÿ êàê ïåðåîïðåäåëåííûå çàäà÷è îïòèìèçà-
öèè, òàê êàê ÷èñëî îãðàíè÷åíèé â íèõ ìîæåò ñèëüíî ïðåâûøàòü ÷èñëî ïåðåìåííûõ. Êðî-
ìå òîãî, ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü ïðè÷èíîé áîëüøîãî ÷èñëà �ïàðàçèòè÷åñêèõ�
ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, âîçíèêàþùèõ âî âñïîìîãàòåëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ.
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Âîçìîæíîñòè ìåòîäîâ, õîðîøî èçó÷åííûå òåîðåòè÷åñêè, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþò-
ñÿ ïî êðèòåðèÿì òî÷íîñòè, íàäåæíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè. Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ îáëàäàåò (ñì. [5])
ðÿäîì î÷åíü ïðèâëåêàòåëüíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ è ìîæåò áûòü âåñüìà ïîëåçåí íà
íà÷àëüíûõ ýòàïàõ ðàñ÷åòîâ. Ìåòîäû ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèîíàëîâ Ëàãðàíæà (ñì.,
íàïðèìåð, [6]) çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷íûå è ìîãóò ðàñõîäèòüñÿ ïðè îòñóòñòâèè õîðîøèõ
íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïî ïðÿìûì è äâîéñòâåííûì ïåðåìåííûì. Îáëàñòè ñõîäèìîñòè
ìåòîäîâ íüþòîíîâñêîãî òèïà åùå ìåíüøå, îäíàêî ïðè õîðîøèõ ïðèáëèæåíèÿõ îíè ïîç-
âîëÿþò ïîëó÷àòü âûñîêîòî÷íûå ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ êîì-
áèíàöèÿ ìåòîäîâ (ìóëüòèìåòîäíàÿ ñõåìà), êîìïëåêñíûå ñâîéñòâà êîòîðîé ïðåâûøàþò
âîçìîæíîñòè êàæäîãî èç ìåòîäîâ, â íåå âõîäÿùèõ. Äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè òàêàÿ êîìáèíàöèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ìåòîä âíåøíèõ øòðàôíûõ ôóíêöèîíàëîâ � ìåòîä ìîäèôèöèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà
Ëàãðàíæà � ìåòîä ïðèâåäåííîãî ãðàäèåíòà [7].

3. Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôíûõ ôóíêöèîíàëîâ

Ïðè îòñóòñòâèè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î çàäà÷å �ìåòîä øòðàôîâ� ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
ðàçóìíûì ïîäõîäîì íà íà÷àëüíûõ ñòàäèÿõ ðàñ÷åòîâ, òàê êàê â ñèëó ñâîåé ïðîñòîòû íå
âûçûâàåò íèêàêèõ íåïðîãíîçèðóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýôôåêòîâ.

Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé, êàê è â çàäà÷àõ ñ òåð-
ìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, èñïîëüçóþòñÿ êóáè÷åñêèå øòðàôíûå ôóíêöèè. Øòðàôîì
çà íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé g(x, u, t) ≤ 0 ÿâëÿåòñÿ äîáàâëåíèå ê öåëåâîìó ôóíêöèîíàëó
ñëàãàåìîãî

t1∫

t0

{
g3(x, u, t), g(x, u, t) > 0
0, g(x, u, t) ≤ 0

}
dt,

ïðîèçâîäèìîå ïóòåì óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ:

ẋn+1 =

{
g3(x, u, t), g(x, u, t) > 0
0, g(x, u, t) ≤ 0

}
, xn+1(t0) = 0.

Òîãäà ñóììàðíûé ôóíêöèîíàë áóäåò èìåòü âèä Ī(u) = I0(u) + s · xn+1(t1), ãäå s �
êîýôôèöèåíò øòðàôà. Â öåëÿõ ýêîíîìèè ïàìÿòè ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ìîæíî
íå ââîäèòü äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ â ÿâíîì âèäå è âû÷èñëÿòü øòðàôíûå äîáàâêè,
èñïîëüçóÿ îäíó èç ôîðìóë ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñõåìû àëãîðèòìîâ âíåøíèõ
øòðàôíûõ ôóíêöèîíàëîâ òðèâèàëüíû è ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ñòðàòåãèÿìè óâåëè÷åíèÿ
øòðàôíîãî êîýôôèöèåíòà s.

4. Ìåòîä ìîäèôèöèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà

Äëÿ áîëåå òî÷íîãî ó÷åòà ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ìåòîä ìî-
äèôèöèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà. Âïåðâûå ïîäîáíûå êîíñòðóêöèè äëÿ çàäà÷
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áûëè èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ Ô.Ë. ×åðíîóñüêî â 1980-õ ãã.
Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ ýòîãî ïîïóëÿðíîãî ìåòîäà, îðèåíòèðîâàííóþ íà ÇÎÓÔÎ.
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Ââåäåì ôóíêöèîíàë

L(u, λ, s) = I0(u) +

t1∫

t0

[
1

2 · s(max{0, λ(t) + s · g(x, u, t)}2 − λ2(t))

]
dt,

ãäå λ(t) � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà (òî÷íåå, äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå), çàâèñÿùèå â äàí-
íîì ñëó÷àå îò âðåìåíè, s � êîýôôèöèåíò øòðàôà. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñòðî-
èòñÿ ìåòîä òèïà ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, â êîòîðîì ôîðìóëà ïåðå-
ñ÷åòà äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä λK+1(t) = λK(t)+s·max{0, g(xK(t), uK(t), t)}.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò øòðàôà íîñèò äëÿ äàííîãî ìåòîäà ñîâåðøåííî
äðóãîé ñìûñë, ÷åì äëÿ ìåòîäà âíåøíèõ øòðàôíûõ ôóíêöèîíàëîâ, ÿâëÿÿñü íå ñòîëüêî
îñíîâíûì ñðåäñòâîì äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, ñêîëüêî êîýôôèöèåíòîì ðåãóëÿðè-
çàöèè, ïðèäàþùèì ñâîéñòâî êâàçèìîíîòîííîñòè ïðîöåññó ñõîäèìîñòè ïî äâîéñòâåííûì
ïåðåìåííûì. Âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêîé õîðîøî ïîäòâåðæäàåòñÿ òåîðåòè÷åñêè èçâåñò-
íûé ôàêò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ äàííûì ìåòîäîì íå òðåáóåòñÿ óñòðåìëÿòü êî-
ýôôèöèåíò øòðàôà s ê áåñêîíå÷íîñòè, äîñòàòî÷íî äîñòè÷ü íåêîòîðîãî åãî ïîðîãîâîãî
çíà÷åíèÿ, ïîñëå ÷åãî óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ äâîéñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ λ(t).

Äëÿ ÇÎÓÔÎ àëãîpèòì èìååò ñëåäóþùèé âèä.
0. Çàäàþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèå ïàðàìåòðû:
∆λ � êîýôôèöèåíò äîïóñòèìîãî èçìåíåíèÿ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ;
β � êîýôôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ øòðàôîâ;
γ � êîýôôèöèåíò äîïóñòèìîãî èçìåíåíèÿ íåâÿçîê.
1. Âûáèpàþòñÿ íà÷àëüíîå ïpèáëèæåíèå ïî ïðÿìûì è äâîéñòâåííûì ïåðåìåííûì è

íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ øòðàôà u0(t), λ0
j(t), sj, j = 1,mt.

2. C èìåþùèìèñÿ λK(t), sK , èñïîëüçóÿ uK(t) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïpèáëèæåíèÿ,
påøàåòñÿ çàäà÷à

min
u∈U

L(u(t), λK(t), sK) = L(uK+1(t), λK(t), sK).

3. Âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå ïðèáëèæåíèå ïî äâîéñòâåííûì ïåðåìåííûì

λK+1
j (t) = λK

j (t) + sK
j ·max{0, g(xK+1(t), uK+1(t), t)}, t ∈ T, j = 1,mt.

4. Îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

∆λmax = max

∣∣λK+1
j (t)− λK

j (t)
∣∣

1 +
∣∣λK+1

j (t)
∣∣ , t ∈ T, j = 1,mt.

5. Åñëè ∆λmax > ∆λ, òî óâåëè÷èâàþòñÿ âñå êîýôôèöèåíòû øòðàôà:

sK+1
j = β · sK

j , j = 1,mt.

6. Åñëè ∆λmax ≤ ∆, óâåëè÷èâàþòñÿ òå êîýôôèöèåíòû øòðàôà, êîòîðûå íå ïîçâîëèëè
ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ñîîòâåòñòâóþùèå íåâÿçêè:

sK+1
j =

{
sK

j · β, max{0, g(xK+1(t), uK+1(t), t)} > γ ·max{0, g(xK(t), uK(t), t)},
sK

j , max{0, g(xK+1(t), uK+1(t), t)} ≤ γ ·max{0, g(xK(t), uK(t), t)},

j = 1,mt.
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7. Ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä íà øàã 2.
Àëãîðèòì çàâåðøåí.
Ñöåíàðèé ðàáîòû àëãîðèòìà ëåãêî ïðîñìàòðèâàåòñÿ èç åãî êîíñòðóêöèè: íà ïåðâîì

ýòàïå êîððåêòèðóþòñÿ êàê äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå, òàê è êîýôôèöèåíòû øòðàôà,
ïðè ýòîì óâåëè÷èâàþòñÿ òîëüêî òå êîìïîíåíòû âåêòîðà øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íàèáîëåå �òðóäíûì� ôàçîâûì îãðàíè÷åíèÿì. Çàòåì, íà âòîðîì
ýòàïå ðàñ÷åòîâ, âñå sK

j , j = 1,mt, ôèêñèðóþòñÿ è äàëüíåéøèå êîððåêöèè êàñàþòñÿ
òîëüêî λK

j (t), j = 1,mt.

5. Íåëèíåéíûé ìåòîä ïðèâåäåííîãî ãðàäèåíòà

Äðóãèì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ âûñîêîòî÷íûõ ðåøåíèé ÇÎÓÔÎ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìå-
òîäîâ òèïà �ïðèâåäåííîãî ãðàäèåíòà�. Îñíîâíàÿ èäåÿ äàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â
ïðåäâàðèòåëüíîì àíàëèòè÷åñêîì èëè èòåðàòèâíîì ïîèñêå óïðàâëåíèÿ, ïîçâîëÿþùå-
ãî íàéòè òðàåêòîðèè, òî÷íî ñêîëüçÿùèå âäîëü ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ. Èç ðàâåíñòâà
g(x, u, t) = 0 àíàëèòè÷åñêè íàõîäèòñÿ îäèí èç êîìïîíåíòîâ óïðàâëåíèÿ êàê ôóíêöèÿ ôà-
çîâûõ ïåðåìåííûõ, îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ óïðàâëåíèÿ è âðåìåíè: ūp(t) = π(x, uj, t), j =
1, r, j 6= p. Åñëè óïðàâëåíèÿ ÿâíî îòñóòñòâóþò â ôîðìóëå äëÿ îãðàíè÷åíèÿ (ò. å. äëÿ
îãðàíè÷åíèé âèäà g(x, t) ≤ 0), ìîæíî âçÿòü îò óðàâíåíèÿ g(x, t) = 0 íåñêîëüêî ïðî-
èçâîäíûõ ïî âðåìåíè è, ïðèâëåêàÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ïîëó÷èòü èñêîìûé àíàëèòè÷å-
ñêèé âèä ūp(t). Â îáùåì ñëó÷àå, íå ïðèâëåêàÿ ïîëüçîâàòåëÿ ê àíàëèòè÷åñêîé ðàáîòå ñ
ìîäåëüþ, äëÿ ïîèñêà ūp(t) ìîæíî ïðèìåíèòü ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, õîòÿ òàêîé ïîäõîä, êîíå÷íî, çíà÷èòåëüíî âëèÿåò íà âðåìÿ ðàñ÷åòîâ è òî÷-
íîñòü ðåçóëüòàòà. Äàëåå ñòðîèòñÿ äâóõóðîâíåâûé àëãîðèòì, âåðõíèé óðîâåíü êîòîðîãî
ñîñòàâëÿåò èòåðàöèîííîå óòî÷íåíèå Jg(t), t ∈ [t0, t1], ó÷àñòêîâ àêòèâíîñòè îãðàíè÷å-
íèÿ g(x, u, t) ≤ 0, à íèæíèé � îïòèìèçàöèþ ñèñòåìû ïðè óïðàâëåíèÿõ, ôèêñèðîâàííûõ
íà ó÷àñòêàõ Jg(t). Ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà, êàê è äðóãèõ âûñîêîòî÷-
íûõ ìåòîäîâ, íå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Âî-ïåðâûõ, âîçìîæåí ëîêàëüíûé �êîíôëèêò
îãðàíè÷åíèé�, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷àåìûå íà èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà
ūl(t) íå óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì u ∈ U . Âûõîäîì èç òàêîé ñèòóàöèè ìîæåò ñòàòü
êîíñòðóèðîâàíèå ìåòîäîâ, äîïóñêàþùèõ ëîêàëüíîå íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèÿ u ∈ U è
îáåñïå÷èâàþùèõ ïîïàäàíèå óïðàâëåíèé â äîïóñòèìûé ïàðàëëåëåïèïåä òîëüêî â êîíöå
èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà. Âî-âòîðûõ, ãåíåðèðóåìàÿ äâóõóðîâíåâûì àëãîðèòìîì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ñóììàðíîãî ôóíêöèîíàëà â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîí-
íîé, ïðè êàæäîì èçìåíåíèè Jg(t) ïðîèñõîäèò ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå óïðàâëåíèÿ,
òàê êàê âàðèàöèÿ ïåðâîãî óðîâíÿ ïðèíöèïèàëüíî íå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ìàëîñòè. Ýòî
ñâîéñòâî àëãîðèòìà ìîæíî ñ÷èòàòü êðèòè÷åñêèì, ïîñêîëüêó ÷àùå âñåãî â òàêîì âèäå
íå íàáëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðàâëåíèé ê îïòèìàëüíîìó. Äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ñâîéñòâà êâàçèìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óëó÷øàåìûõ óïðàâëåíèé è,
ñëåäîâàòåëüíî, êîððåêòíî ðàáîòàþùåãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðîöåññà.
Â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçàòîðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé êâàäðàòè÷íûé øòðàôíîé
ôóíêöèîíàë, êîýôôèöèåíò øòðàôà â êîòîðîì äîëæåí ñðàçó âûáèðàòüñÿ äîâîëüíî áîëü-
øèì. Âûøåîïèñàííûé ïîäõîä ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé äâóñòîðîííèõ è ìíîãîìåð-
íûõ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé è ïîçâîëÿåò ñêîíñòðóèðîâàòü ýôôåêòèâíûå âûñîêîòî÷íûå
àëãîðèòìû äëÿ ÇÎÓÔÎ øèðîêîãî êëàññà.
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Íèæå ðàññìîòðåí àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ïðÿìîé ñèñòåìû, ïðèìåíÿåìûé ïðè ðå-
àëèçàöèè íåëèíåéíîãî ìåòîäà ïðèâåäåííîãî ãðàäèåíòà.

1. Âûáèðàåòñÿ uK(t), t ∈ T .
2. Âû÷èñëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå óïðàâëåíèå ūp(t) = π(x, uj, t), j = 1, r, j 6= p.
3. Â öèêëå ïî τ îò t0 äî t1 ñ øàãîì h:
3.1. Âûáèðàåòñÿ v(τ) = uK(τ);
3.2. Äåëàåòñÿ îäèí øàã ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåòñÿ x(τ + h);
3.3. Åñëè g(x(τ + h), v(τ), τ) ≤ 0, òî ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä íà øàã 4 (ñì. íèæå);
3.4. Åñëè g(x(τ + h), v(τ), τ) > 0, òî êîððåêòèðóåòñÿ óïðàâëåíèå; ïîëàãàåòñÿ v(τ) =

ūp(τ);
3.5. Ñíîâà äåëàåòñÿ îäèí øàã ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ; âû÷èñëÿåòñÿ x̄(τ + h).
4. Çàêàí÷èâàþòñÿ îïåðàöèè íà øàãå τ .
Àëãîðèòì çàâåðøåí.
Ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû òàêîãî àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ: à � óïðàâëåíèå, ñîñòîÿùåå èç êóñ-

êîâ uK(t) íà ó÷àñòêàõ âðåìåííîãî èíòåðâàëà, ãäå ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ íåàêòèâíû, è
êóñêîâ ūp(τ) íà ó÷àñòêàõ, ãäå ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ íàðóøàþòñÿ; á � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
òðàåêòîðèÿ, íåçíà÷èòåëüíî íàðóøàþùàÿ ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ. Ïîñòðîåííîå êóñî÷íî-
íåïðåðûâíîå óïðàâëåíèå ïðè óñëîâèè óëó÷øåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà èñïîëüçóåòñÿ
íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè îáùåãî àëãîðèòìà îïòèìèçàöèè â êà÷åñòâå uK+1(t). Êðîìå ìîù-
íîãî ðåãóëÿðèçàòîðà, ìåòîä íåëèíåéíîãî ïðèâåäåííîãî ãðàäèåíòà äëÿ ñõîäèìîñòè òðåáó-
åò íàëè÷èÿ õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ òðàåêòîðèè,
àïïðîêñèìèðóþùèå îïòèìàëüíûå è íàðóøàþùèå ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ ñ òî÷íîñòüþ
ïîðÿäêà ïîãðåøíîñòåé ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ.

6. Ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè îãðàíè÷åíèé
Òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè óäîâëåòâîðåíèÿ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ
ðåäêî áûâàþò î÷åíü âûñîêèìè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, îñîáåííî íà íà÷àëüíûõ ñòàäèÿõ
ðàáîòû ñ ìîäåëüþ è ïðè ïðîâåäåíèè êà÷åñòâåííûõ èññëåäîâàíèé, âïîëíå äîñòàòî÷íî
ðåøàòü ÇÎÓÔÎ äîâîëüíî ãðóáî. Óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ, çà÷àñòóþ ïðîèçâîäèìîå ñ öåëüþ
ïîäòâåðæäåíèÿ àäåêâàòíîñòè ìîäåëè è ðàáîòîñïîñîáíîñòè àëãîðèòìà, ðåäêî ïðèâîäèò
ê çíà÷èòåëüíîìó èçìåíåíèþ êà÷åñòâåííîé êàðòèíû ðåøåíèÿ è çíà÷åíèé îïòèìèçèðóå-
ìîãî ôóíêöèîíàëà. Çàäà÷è ñ âûñîêèìè òðåáîâàíèÿìè ê òî÷íîñòè óäîâëåòâîðåíèÿ îãðà-
íè÷åíèé, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè, òðåáóþò ñïåöèàëüíûõ ïîäõîäîâ è ìîãóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñïåöèàëüíûé ïîäêëàññ ÇÎÓÔÎ; äëÿ òàêèõ çàäà÷ õîðîøèé âû÷èñ-
ëèòåëüíûé ýôôåêò îáû÷íî äàåò ïàðàìåòðèçàöèÿ îãðàíè÷åíèé.

Äëÿ îãðàíè÷åíèÿ g(x, u, t) ≤ 0 ñòðîèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà,
îïèðàþùèéñÿ íà îãðàíè÷åíèå âèäà g(x, u, t) ≤ εg, ãäå εg � êîýôôèöèåíò ïàðàìåòðèçà-
öèè. Äàëåå ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç k çàäà÷ ïðè ε0

g < ε1
g < . . . < εk

g = 0, ãäå íà-
÷àëüíûì óïðàâëåíèåì â êàæäîé ïîñëåäóþùåé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåå ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â ïðåäûäóùåé. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ε0

g ìîæíî ïîëó÷èòü, ðåøèâ
îäíó âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìåòîäîì øòðàôíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ ñ íåáîëüøèìè øòðàôíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïîëîæèâ ε0

g = max {g(x(t), u(t), t),
t ∈ [t0, t1]}. Äëÿ ó÷åòà ïàðàìåòðèçîâàííûõ îãðàíè÷åíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäèí èç
îïèñàííûõ âûøå ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð, àëãîðèòì ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíê-
öèîíàëîâ Ëàãðàíæà. Òàêîé êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä ïîãðóæåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â ðÿä
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àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷, êàê ïðàâèëî, ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü òî÷íîñòü óäî-
âëåòâîðåíèÿ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé è äîñòè÷ü ðåãóëÿðíîñòè ïðè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà.

Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäëîæåííûå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìîâ ñòàëè îñíîâîé ôóíêöèîíàëüíîãî íàïîëíåíèÿ
íåñêîëüêèõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, ðåàëèçîâàííûõ àâòîðîì äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ: ïàêåò ïðèêëàäíûõ ïðîãðàììÌÀÏÐ, áëîê �Íåëèíåéíîå îïòèìàëüíîå óïðàâ-
ëåíèå� (1981�1989 ãã.), ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ OPTCON-DOS (1987�1990 ãã.), ïðîãðàìì-
íûé êîìïëåêñ OPTCON-PARALL (1999�2002 ãã.), âû÷èñëèòåëüíûé ñåðâåð OPTCON
(2000�2003 ãã.), ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ OPTCON-III (2004�2008 ãã.). Ñ ïðèìåíåíèåì
ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ áûë ðåøåí ðÿä ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè â ñëåäóþ-
ùèõ îáëàñòÿõ: äèíàìèêà ïîëåòà, êîñìîíàâèãàöèÿ, ðîáîòîòåõíèêà, ýëåêòðîýíåðãåòèêà,
ýêîíîìèêà, ýêîëîãèÿ, ñîöèîëîãèÿ, ìåäèöèíà.
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