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Ââåäåíèå

Ìíîãèå âàæíåéøèå ôèçèêî-õèìè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ
îïðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâîéñòâàìè èõ ïîâåðõíîñòåé. Èçíîñîñòîéêîñòü, øåðîõî-
âàòîñòü, êîððîçèîííàÿ ñòîéêîñòü, áèîñîâìåñòèìîñòü è ïð. � âñå ýòè ñâîéñòâà çàâèñÿò îò
ñîñòàâà è ñòðóêòóðû ïðèïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ, ïîýòîìó òåõíèêà è òåõíîëîãèÿ îáðàáîòêè
è ìîäèôèêàöèè ïîâåðõíîñòåé ñïëàâîâ èìåþò ñóùåñòâåííîå ïðîìûøëåííîå çíà÷åíèå.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ àêòèâíî ðàçðàáàòûâàëèñü ëó÷åâûå ìåòîäû ìîäèôèêàöèè
ïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ ìàòåðèàëîâ. Îòìåòèì, ÷òî ýëåêòðîííûå ïó÷êè îáëàäàþò âûñî-
êîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè, äîñòàòî÷íîé äëÿ ðàçîãðåâà, îïëàâëåíèÿ è äàæå ÷àñòè÷íîãî
ðàñïûëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ çà âåñüìà êîðîòêîå âðåìÿ. Îäíî èç õàðàêòåðíûõ äî-
ñòîèíñòâ ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé îáðàáîòêè � âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü èìïóëüñíûå ïó÷êè
ñ êîíòðîëèðóåìûìè âðåìåíàìè äëèòåëüíîñòåé èìïóëüñîâ è ïàóç. Ïðè ýòîì âûäåëÿþ-
ùàÿñÿ ìîùíîñòü ìîæåò áûòü îãðîìíîé (òàê, 1 Äæ/ñì2 çà 10 íñ ñîîòâåòñòâóåò óäåëüíîé
ìîùíîñòè 100 ÌÂò/ñì2 [1]).

Èçâåñòíî, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ëþáîãî ñïëàâà â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ ôîðìèðóåòñÿ
òîíêèé îêñèäíûé ñëîé (íàïðèìåð, 10 � 15 íì äëÿ ñïëàâîâ íà îñíîâå íèêåëèäà òèòàíà)
[1, 2]. Ìîäèôèêàöèÿ ïîâåðõíîñòåé ñïëàâîâ ýëåêòðîííûì ïó÷êîì ïðèâîäèò ê íàñûùåíèþ
ïðèëåæàùèõ ê ïîâåðõíîñòè ñëîåâ êèñëîðîäîì íà ãëóáèíó, ïî÷òè â òðè ðàçà ïðåâûøàþ-
ùóþ òîëùèíó èñõîäíîé îêñèäíîé ïëåíêè. Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü
íàïðàâëåííîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòíîãî ñîñòàâà ïðèïîâåðõíîñòíûõ îáëàñòåé, ñî-
çäàâàòü áîëåå ìåëêóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó è íîâûå öåíòðû êðèñòàëëèçàöèè.

c⃝ ÈÂÒ ÑÎ ÐÀÍ, 2010.
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Èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ ýëåêòðîííîãî ïó÷êà (ïëîòíîñòè ýíåðãèè, êîëè÷åñòâà èìïóëüñîâ,
äëèòåëüíîñòè èìïóëüñîâ è ïàóç), à òàêæå âíåøíèõ óñëîâèé îáëó÷åíèÿ (âåëè÷èíû âàêó-
óìà, õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà àòìîñôåðû êàìåðû) ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðóåìî ðåãóëèðîâàòü
êîíöåíòðàöèþ ïðèìåñåé â ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå, ÷òî â èòîãå äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó-
÷àòü ïîâåðõíîñòè ñ òðåáóåìûì íàáîðîì ìåõàíè÷åñêèõ è ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ.

Îñîáåííîñòü ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòîò
ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ âûñîêîýíåðãåòè÷íûì è áûñòðîïðîòåêàþùèì ñ ðàáî÷èìè âðåìåíàìè
îò 1 äî 10 ìêñ [1, 2]. Ýòî çàòðóäíÿåò, à èíîãäà äåëàåò íåâîçìîæíûì ýêñïåðèìåíòàëü-
íîå èçó÷åíèå â òîíêèõ ïîâåðõíîñòíûõ ñëîÿõ (íàïðèìåð, 1 � 30 íì) ðàçëè÷íûõ ôèçèêî-
õèìè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, ñîïðîâîæäàþùèõ ïðîöåññ îáðàáîòêè. Â äàííûõ óñëîâèÿõ âîç-
ðàñòàåò ðîëü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êàê îñíîâíîãî, à ÷àñòî è åäèíñòâåííî-
ãî, ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ âûñîêîýíåðãåòè÷íûõ áûñòðîïðîòåêàþùèõ ïðîöåññîâ â òîíêèõ
ïîâåðõíîñòíûõ ñëîÿõ. Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äàåò âîç-
ìîæíîñòü îïðåäåëÿòü íàèáîëåå îïòèìàëüíûå ðåæèìû ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé îáðàáîòêè
è ïðåäñêàçûâàòü îáëàñòè ïàðàìåòðîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìûõ ñâîéñòâ è ñòðóêòóðû
ïîâåðõíîñòè îáðàáàòûâàåìîãî ìàòåðèàëà.

Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [3, 4], â ðåçóëüòàòå èíòåíñèâíîãî âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ íà ïîâåðõíîñòü ñïëàâà â ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè îáðàçóåòñÿ àêòèâèðî-
âàííûé ñëîé, â êîòîðîì íàáëþäàåòñÿ àíîìàëüíîå óñêîðåíèå ìàññîïåðåíîñà. Ýôôåêò
àêòèâàöèè ïðèïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èíòåíñèâíîå âíåøíåå âîçäåé-
ñòâèå â âèäå ýëåêòðîííîãî ïó÷êà îêàçûâàåò íà àòîìû ïîâåðõíîñòè ñïëàâà íå òîëüêî
ìîùíîå òåïëîâîå, íî è ìåõàíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóþùàÿñÿ âîëíà
ìåõàíè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ïðèâîäèò àòîìû â íåðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå õàðàê-
òåðèçóåòñÿ óâåëè÷åíèåì îáúåìà, ïðèõîäÿùåãîñÿ íà îäèí àòîì, âîçðàñòàíèåì ÷àñòîòû
êîëåáàíèé, îñëàáëåíèåì ìåæàòîìíûõ è ìåæìîëåêóëÿðíûõ ñâÿçåé, ò. å. àêòèâàöèåé ïî-
âåðõíîñòè. Ôàêòè÷åñêè ýôôåêò àêòèâàöèè ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì �áûñò-
ðûõ� ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ çà ìàëûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëü-
íîãî ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ñòåïåíü îòêëîíåíèÿ ñèñòåìû îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ, â ðàáîòå [5] áûë ââåäåí ïàðàìåòð àêòèâàöèè (ïàðàìåòð íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ)
η, îïðåäåëÿåìûé ïî îòêëîíåíèþ àòîìíîãî îáúåìà îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ.

Êàê ïðàâèëî, â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññîâ îáðàáîòêè ìàòå-
ðèàëîâ, íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðîëü ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, îáóñëîâëåííûõ ïðîöåñ-
ñàìè òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà, â ñâÿçè ñ ÷åì ìîæåò ñëîæèòüñÿ ìíåíèå îá îòñóòñòâèè
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â äèôôóçèîííîé çîíå â ïðîöåññå îáðàáîòêè
èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, î íåñóùåñòâåííîì âëèÿíèè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ íà êèíåòèêó è ìåõà-
íèçì ïðîöåññà îáðàáîòêè. Îäíàêî ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [3, 4, 6] óêàçûâàþò íà òî,
÷òî íàïðÿæåíèÿ ìîãóò äîñòèãàòü âåëè÷èí, áëèçêèõ ê ïðåäåëó ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëîâ,
è ïðèâîäÿò ê ïîâðåæäåíèþ ïîâåðõíîñòè åùå âî âðåìÿ åå ìîäèôèêàöèè. Ïåðâûå ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î âåëè÷èíå íàïðÿæåíèé, îáðàçóþùèõñÿ ïðè îêèñëåíèè ìåòàë-
ëîâ, áûëè ïîëó÷åíû Ï.Ä. Äàíêîâûì è Ï.Â. ×óðàåâûì [7]. Áîëåå ïîçäíèå èññëåäîâàíèÿ
ïîêàçàëè, ÷òî ýòè íàïðÿæåíèÿ äîñòèãàþò 1 ÃÏà [8, 9]. Ïîäîáíûå íàïðÿæåíèÿ âûçû-
âàþò äåôîðìàöèè, ëåãêî âûÿâëÿåìûå ìåòîäàìè ìåòàëëîãðàôè÷åñêîãî è ýëåêòðîííî-
ìèêðîñêîïè÷åñêîãî àíàëèçîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ
îñîáåííîñòåé ïðîöåññîâ ìàññîïåðåíîñà â àêòèâèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ñëîÿõ ñ ó÷å-
òîì íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû â óñëîâèÿõ âîçäåéñòâèÿ èìïóëüñ-
íûìè ýëåêòðîííûìè ïó÷êàìè, õàðàêòåðèçóþùèìèñÿ âûñîêîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè è
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ìàëûìè âðåìåíàìè âîçäåéñòâèÿ. Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ
êðîìå òåïëîïðîâîäíîñòè, ïëàâëåíèÿ è êðèñòàëëèçàöèè äðóãèå íåîáðàòèìûå ïðîöåññû,
íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà àäåêâàòíûõ àëãîðèòìîâ. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ñòàòüè ïîñâÿùåíà
îïèñàíèþ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà, ïðåäëàãàåìîãî àâòîðàìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé ìîäåëè.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ ìîäåëü ïðîöåññà îáðàáîòêè îáðàçöà ñïëàâà êîíå÷íîé äëè-
íû L â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è àíàëîãè÷-
íî [10] âêëþ÷àåò â ñåáÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, äèôôóçèè êèñëîðîäà è êèíåòèêè
ïàðàìåòðà àêòèâàöèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â ñïëàâå ñ ïîñòîÿííûìè òåïëîåìêîñòüþ c, ïëîòíîñòüþ ρ è
êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè

cρ
∂T

∂t
= λ

∂2T

∂x2
, (1)

ñïðàâåäëèâûì â àäñîðáöèîííîì ñëîå îáðàáàòûâàåìîãî ñïëàâà, ãäå T � òåìïåðàòóðà,
t � âðåìÿ, x � êîîðäèíàòà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî àäñîðáöèîííûé ñëîé òîëùèíîé h ÿâëÿåòñÿ
òîíêèì ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì òåïëîâûì ìàñøòàáîì, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
h <<

√
kT t∗, ãäå kT = λ/(cρ) � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, t∗ � õàðàêòåð-

íîå âðåìÿ, ñîïðÿæåííóþ äâóõñëîéíóþ çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè ìîæíî ñâåñòè ê ðåøå-
íèþ áîëåå ïðîñòîé çàäà÷è. Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïî òîëùèíå
àäñîðáöèîííîãî ñëîÿ äàåò ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè â âèäå

x = 0 : −λ
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Çäåñü
q(t) = q0fi(t);

fi(t) =

{
1, (ti + tp)(i− 1) ≤ t < ti + (ti + tp)(i− 1),
0, ti + (ti + tp)(i− 1) ≤ t < (ti + tp)i;

σ � êîíñòàíòà Ñòåôàíà�Áîëüöìàíà, Äæ/(ñ·K4· ñì2); ε � ñòåïåíü ÷åðíîòû; Te � òåìïå-
ðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû, K; ti è tp � äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà è ïàóçû, ñ; i = 1, ..., n,
ãäå n � ÷èñëî èìïóëüñîâ; q0 � ïëîòíîñòü ìîùíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà, êîòîðàÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîëè÷åñòâî òåïëà Q, ïðîõîäÿùåå â åäèíèöó âðåìåíè t è îòíåñåííîå ê
åäèíèöå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, Äæ/(ñ·ñì2).

Âûðàæåíèå äëÿ ïîòîêà ìàññû äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ íåèäå-
àëüíîãî áèíàðíîãî ðàñòâîðà èìååò âèä [11, 12]

JOx = −ρD∗
Oxg11∇COx + αOx

D∗
OxMOxCOx

RT
∇σkk , (3)

ãäå MOx � ìîëÿðíàÿ ìàññà êèñëîðîäà; R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ; αOx �
ëèíåéíûé êîýôôèöèåíò êîíöåíòðàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ äëÿ êèñëîðîäà; D∗

Ox � êîýô-
ôèöèåíò ñàìîäèôôóçèè êèñëîðîäà; g11 � òåðìîäèíàìè÷åñêèé ìíîæèòåëü, â îáùåì ñëó-
÷àå ÿâëÿþùèéñÿ ôóíêöèåé ñîñòàâà. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè g11 ≈ 1. Â ýòîì ñëó÷àå
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ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè êèñëîðîäà DOx ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì ñà-
ìîäèôôóçèè: DOx = D∗

Ox .
Êîìïîíåíòû ïåðâîãî èíâàðèàíòà òåíçîðà íàïðÿæåíèé σkk íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ

çàäà÷è î ìåõàíè÷åñêîì ðàâíîâåñèè.
Â (3) ó÷òåíû äâà ìåõàíèçìà ìàññîïåðåíîñà: äèôôóçèÿ è ïåðåíîñ ïîä äåéñòâèåì ãðà-

äèåíòà íàïðÿæåíèé. Â ðàáîòàõ [5, 13] äîïîëíèòåëüíîå óñêîðåíèå ìàññîïåðåíîñà â çîíå
îáðàáîòêè ñâÿçûâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ýíåðãèè àêòèâàöèè äèôôóçèè EOx âñëåäñòâèå
ýôôåêòà àêòèâàöèè ïîâåðõíîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòó çàâèñèìîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

DOx = D′
0 exp

(
−EOx − γη

RT

)
= D0 exp(γ

′η),

ãäå D0 = D′
0 exp(−EOx/RT ) � êîýôôèöèåíò îáúåìíîé äèôôóçèè â íåàêòèâèðîâàííîì

ìàòåðèàëå; êîýôôèöèåíò 0 < γ′ = γ/RT < 1 çàâèñèò îò òèïà îáðàáàòûâàåìîãî âåùå-
ñòâà è ëåãèðóþùåãî ýëåìåíòà è îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî, à âåëè÷èíó γ â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ýíåðãèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ �àêòèâàöèè� ýëåìåí-
òà, â ðàñ÷åòå íà îäèí ìîëü. Òîãäà äëÿ îïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé äèôôóçèè îäíîãî
êîìïîíåíòà (êèñëîðîäà) äîñòàòî÷íî óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìàññû

ρ
∂COx

∂t
= −∇ · JOx, (4)

ãäå JOx îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (3). Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè äëÿ óðàâíå-
íèÿ äèôôóçèè êèñëîðîäà (4) âûâîäèòñÿ òàê æå, êàê äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.
Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå äèôôóçèè ïî ïîâåðõíîñòíîìó ñëîþ h <<

√
DOxt∗ ñ ó÷åòîì ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé (îòñóòñòâèå ïîòîêà ìàññû íà ïîâåðõíîñòè è èäåàëüíûé êîíòàêò â òî÷êå
x = h), ïîëó÷èì ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (4) â âèäå

x = 0 :
∂COx

∂x
=

h

DOx

∂COx

∂t
+

αOxMOxCOx

ρRT

∂

∂x
σkk. (5)

Â ïðîñòåéøåì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå êèíåòèêè äëÿ ïàðàìåòðà àêòèâàöèè ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [5]:

dη

dt
= kηφ1(η)φ2(COx), (6)

ãäå êîýôôèöèåíò kη õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü àêòèâàöèè è îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè
âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Ïîëàãàÿ, ÷òî ñêîðîñòü àêòèâàöèè dη/dt ïðîïîðöèîíàëüíà äîëå
íåàêòèâèðîâàííîãî âåùåñòâà, îãðàíè÷èìñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì
äëÿ ôóíêöèè φ1:

φ1(η) = 1− η.

Ôóíêöèÿ φ2 õàðàêòåðèçóåò àêòèâàöèþ ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ ïî ãëóáèíå:

φ2 ≡ f(x/xa) =

{
1− x/xa, x ≤ xa,
0, x > xa,

ãäå xa � ýôôåêòèâíàÿ ãëóáèíà àêòèâàöèè, ñâÿçàííàÿ ñ ãëóáèíîé ïðîíèêíîâåíèÿ ýëåê-
òðîíîâ, íà êîòîðîé çàòóõàåò âîëíà ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, ãåíåðèðóåìûõ âíåøíèì
âîçäåéñòâèåì. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò èíòåãðàëüíî ó÷èòûâàòü ðàñïðåäåëåíèå
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ýëåìåíòîâ â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå ïî êîîðäèíàòå è äîïóñêàåò ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå
îöåíêè, óäîáíûå äëÿ òðàêòîâêè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.

Íà òîðöå îáðàçöà ïðè x = L ïðèìåì óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ òåïëà
è ìàññû:

x = L :
∂T

∂x
= 0, JOx = 0. (7)

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñïëàâ íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ïðè êîìíàòíîé òåìïå-
ðàòóðå, à àòîìàðíûé êèñëîðîä ïðèñóòñòâóåò òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè:

t = 0 : COx =

{
C0, x = 0,
0, x > 0,

T = T0, η = 0. (8)

Òàê êàê â ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôóçèÿ òîëüêî îäíîãî ýëåìåíòà � êèñëîðîäà,
îïóñòèì â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ èíäåêñ �Ox�.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è òðåáóåòñÿ íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæå-
íèé, âõîäÿùèå â (3).

×òîáû íàéòè σij, âîñïîëüçóåìñÿ ïîäõîäîì, îïèñàííûì â [3, 6]. Îáîáùåííûå ñîîòíî-
øåíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ïðèìåì â âèäå

σij = 2µLεij + δij(λLεkk −Kw), (9)

ãäå λL, µL � êîýôôèöèåíòû Ëàìå, K = λL + 2µL/3 � èçîòåðìè÷åñêèé ìîäóëü âñåñòî-
ðîííåãî ñæàòèÿ,

w = 3

αT (T − T0) +
∑
(k)

αk(Ck − Ck0)

 ,

αT � ëèíåéíûé êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, αk � ëèíåéíûå êîýôôèöèåíòû
êîíöåíòðàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ äëÿ êîìïîíåíòà k, εkk = ε11 + ε22 + ε33.

Ïîñêîëüêó â äàííîì âàðèàíòå ìîäåëè èìåþòñÿ äèôôóíäèðóþùèé êèñëîðîä ñ êîí-
öåíòðàöèåé C1 = C è îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñ êîíöåíòðàöèåé C2, çàïèøåì

C2 + C = 1,

ñëåäîâàòåëüíî,

w = 3 [αT (T − T0) + (α− α2)(C − C0)] .

Ñ îäíîé ñòîðîíû, óðàâíåíèÿ (9) óêàçûâàþò íà òî, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé
ëèíåéíî ñâÿçàíû ñ äåôîðìàöèÿìè è äðóãèìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, ïî-
ýòîìó σij � óïðóãèå ïî îïðåäåëåíèþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììèðóÿ (9) ïî i = j, íàéäåì

σkk = (3λL + 2µL)εkk − 3Kw = 3K(εkk − w),

εij =
σij

2µ
− δij

(
λ

6Kµ
σkk −

w

3

)
, èëè εij = εeij + εTij + εiij,

ãäå εeij � îáðàòèìûå (óïðóãèå) äåôîðìàöèè; εTij � òåðìè÷åñêèå äåôîðìàöèè; εiij � äå-
ôîðìàöèè, ñâÿçàííûå ñ íåîáðàòèìûìè ïðîöåññàìè ïåðåíîñà ìàññû.

Åñëè òåìïåðàòóðà â ïðîöåññå îáðàáîòêè íå ïðèáëèæàåòñÿ ê òåìïåðàòóðå ïëàâëåíèÿ,
òî òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé.
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Ïîëàãàÿ, ÷òî îáðàáàòûâàåìàÿ ïëàñòèíà ñïëàâà íå çàêðåïëåíà è ñâîáîäíà îò äåé-
ñòâèÿ âíåøíèõ ñèë, à ñêîðîñòü ïåðåíîñà ìàññû äèôôóçèåé ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ âîçìóùåíèé, ïðèäåì ê çàäà÷å î ìåõàíè÷åñêîì ðàâíîâåñèè,
ðåøåíèå êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ â [3, 6] è â íàøèõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

εkk = 2
1− 2ν

1− ν
(A1x+ A2) +

1 + ν

1− ν

w

3
,

σkk =
2E

1− ν

(
A1x+ A2 −

w

3

)
, (10)

ãäå ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, E � ìîäóëü óïðóãîñòè, A1 è A2 � ïîñòîÿííûå èíòå-
ãðèðîâàíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè:

A1 =
4

L3

L∫
0

wxdx−
2

L2

L∫
0

wdx,

A2 =
4

3L

L∫
0

wdx−
2

L2

L∫
0

wxdx.

Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à âêëþ÷àåò óðàâíåíèÿ (1), (4), (6) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2),
(5), (7) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (8).

2. Áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è îöåíêà ïàðàìåòðîâ

Äëÿ óäîáñòâà êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà è ïàðàìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïåðåéäåì ê áåç-
ðàçìåðíûì ïåðåìåííûì

τ = t/t∗, ξ = x/x∗, θ = (T − T0)/(T∗ − T0), Sij = σij/σ∗,

ãäå t∗ = ti, x∗ =
√
kT t∗, T∗ = T0 + q0x∗/λ, σ∗ = 3KαT (T∗ − T0) � ñîîòâåòñòâóþùèå

õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû. Êîíöåíòðàöèÿ C è ñòåïåíü àêòèâàöèè η � áåçðàçìåðíûå ïî
îïðåäåëåíèþ. Ïîëó÷àåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è â íîâûõ ïåðåìåííûõ:

∂θ

∂τ
=

∂2θ

∂ξ2
, (11)

∂C

∂τ
= Le

∂

∂ξ

[
D̄

(
1 +

2h1gωC

1 + θSt

)
∂C

∂ξ

]
− 12Le · h1ω

(1 + θSt)∆2

∂

∂ξ
(AD̄C), (12)

∂η

∂τ
= k̄η(1− η)f(ξ/ξa), (13)

ξ = 0 :


−
∂θ

∂ξ
= fi(τ)−

B

St4
[(1 + θSt)4 − 1]− δ

∂θ

∂τ
,(

1 +
2h1ωgC

1 + θSt

)
∂C

∂ξ
=

δ

Le · D̄
∂C

∂τ
+

12h1ωAC

∆2(1 + θSt)
,

(14)
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ξ = ∆ :
∂θ

∂ξ
= 0, Jξ = 0, (15)

ãäå

Jξ = LeD̄

[(
1 +

2h1ωgC

1 + θSt

)
∂C

∂ξ
−

12h1ωAC

(1 + θSt)∆2

]
,

τ = 0 : C =

{
C0, ξ = 0,
0 ξ > 0,

θ = 0, η = 0. (16)

Îáîçíà÷åíèå A =
2

∆

∆∫
0

w̄ξdξ−
∆∫
0

w̄dξ, â êîòîðîì w̄ = θ(ξ, τ)+g(C(ξ, τ)−C(ξ, 0)), ââåäåíî

äëÿ óäîáñòâà.
Áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè

D̄ = exp

[
εDη(St+ 1) + St(θ − 1)

β(1 + θSt)

]
.

Âûðàæåíèå äëÿ îáúåìíûõ íàïðÿæåíèé (10) â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò âèä

Skk = σkk/σ∗ = 2h1

(12ξ

∆3
− 6

∆2

) ∆∫
0

w̄ξdξ +

(
4

∆
− 6ξ

∆2

) ∆∫
0

w̄dξ − w̄

 . (17)

Çàäà÷à (11)�(16) ñîäåðæèò ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: δ = h/x∗ � òîëùè-
íà àäñîðáöèîííîãî ñëîÿ; ∆ = L/x∗ � òîëùèíà îáðàçöà; St = (T∗ − T0)/T0; B =

εσx∗(T∗ − T0)
3/λ � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé òåïëîïîòåðè; g =

α− α2

αT (T∗ − T0)
� îò-

íîøåíèå êîíöåíòðàöèîííûõ íàïðÿæåíèé ê òåðìè÷åñêèì. Â îáùåì ñëó÷àå ïàðàìåòð g
ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì, ÷òî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ

àòîìíûõ ðàäèóñîâ ýëåìåíòîâ. Êîìïëåêñ h1 =
2µ

λL + 2µL

åñòü îòíîøåíèå ñêîðîñòåé ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ óïðóãèõ âîëí. Òàê êàê ïðîäîëüíûå âîëíû â
òâåðäûõ òåëàõ èìåþò ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ áîëüøå, ÷åì ïîïåðå÷íûå, òî h1 < 1.
×èñëî Ëüþèñà Le = D∗/κT õàðàêòåðèçóåò îòíîøåíèå ñêîðîñòåé òåïëîâûõ è äèôôó-
çèîííûõ ïðîöåññîâ. Äëÿ òâåðäûõ òåë ïðè T → T0 Le → 0 è ïðè T > T0 Le < 1,
òàê êàê ñêîðîñòü äèôôóçèè ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà. Êîìïëåêñ

ω =
αMσ∗

ρRT0

� êîýôôèöèåíò ñâÿçàííîñòè; k̄η = kηt∗ � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü àêòèâàöèè;

ξa = xa/x∗ � ãëóáèíà àêòèâàöèè. Ïàðàìåòð εD = γ/ED � áåçðàçìåðíàÿ ýíåðãèÿ, íåîá-
õîäèìàÿ äëÿ àêòèâàöèè ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ. Ïàðàìåòð β = RT∗/ED � áåçðàçìåðíàÿ
òåìïåðàòóðà àêòèâàöèè äèôôóçèè.

3. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à (11)�(16) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé (ò. å. â íåé ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìîäåé-
ñòâèå ïîëåé êîíöåíòðàöèè, òåìïåðàòóðû è íàïðÿæåíèé) è äëÿ åå êîððåêòíîé ÷èñëåííîé
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ðåàëèçàöèè òðåáóþòñÿ áîëüøèå âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû è âûáîð ïîäõîäÿùåãî ìåòî-
äà ðåøåíèÿ. Â ñèëó òîãî ÷òî äèôôóçèÿ â òâåðäûõ òåëàõ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåä-
ëåííåå òåïëîïðîâîäíîñòè, à ãëóáèíà äèôôóçèîííîé çîíû íàìíîãî ìåíüøå (íà äâà-òðè
ïîðÿäêà) òåïëîâîé, ïðîñòðàíñòâåííûì èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû â äèôôóçèîííîé çîíå
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ïðèíÿòü òåìïåðàòóðó çäåñü ðàâíîé òåìïåðàòóðå íà ïîâåðõíîñòè.
Òàêîå óïðîùåíèå ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ ñ÷åòà ïðîãðàììû è óñòðà-
íèòü íàêîïëåíèå ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèé, íåèçáåæíîé íà î÷åíü ìåëêèõ ñåòêàõ è ïðè
äëèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ âðåìåíàõ. Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì ñëîå ñíà÷àëà ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè, çàòåì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå � çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû íà
ïîâåðõíîñòè � èñïîëüçóåòñÿ â ðåøåíèè äèôôóçèîííî-êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è.

Çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè ðåøàëàñü ìåòîäîì ïðîãîíêè ïî áåçóñëîâíî óñòîé÷èâîé
ÿâíî-íåÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå ñ îøèáêîé àïïðîêñèìàöèè O(dτ 1)+O(dξ2) [14].
Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïðîãîíêè óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèâîäèëîñü ê âèäó

aθi+1 − bθi + dθi−1 + e = 0, (18)

ãäå a = r; b = 1 + 2r; d = r; e = θ̌i; r = dτ/dξ2 � ÷èñëî Êóðàíòà. Òåìïåðàòóðà
âû÷èñëÿëàñü îáû÷íûì ñïîñîáîì [14]:

θi = αi+1θi+1 + βi+1, (19)

ãäå αi+1 =
a

b− dαi

, βi+1 =
dβi + e

b− dαi

, i =
−−−−−→
1, n− 1. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîãîíî÷íûõ

êîýôôèöèåíòîâ α1, β1 íàõîäèëèñü íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ òåìïåðàòóðû θ â òî÷êå i = 1
îòíîñèòåëüíî òî÷êè i = 0 â ðÿä Òåéëîðà ñî âòîðûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè:

α1 = 2rdξ · Z−1
1 ,

β1 =

{
(dξ + 2δ)θ̌0 + 2f(τ)dτ −

2Bdτ

St4
[
(1 + Stθ̌0)

4 − 1
]}

· Z−1
1 ,

ãäå Z1 = 2rdξ + 2δ + dξ. Â òî÷êå i = n èìååì

θn =
χβn + µ

1− αnχ
,

ãäå χ =
2r

2r + 1
, µ =

θ̌n

2r + 1
.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôôóçèè (12), (14)�(16) áûëà èñïîëüçîâàíà äâóõøàãîâàÿ äâóõ-
ñëîéíàÿ ÿâíî-íåÿâíàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, â êîòîðîé ðàñ÷åò êîíöåíòðàöèè íà
òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå Cn+1 ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ýòàïà [15]. Ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ ïðåä-
âàðèòåëüíîå çíà÷åíèå C̄n+1, çàòåì ïî òîé æå ñõåìå, íî çà äâà ïîëóøàãà âû÷èñëÿåòñÿ
âòîðîå ïðåäâàðèòåëüíîå çíà÷åíèå ¯̄Cn+1. Íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ îêîí-
÷àòåëüíàÿ âåëè÷èíà ñ ïîìîùüþ �âçâåøèâàíèÿ�, êîòîðîå èñêëþ÷àåò ãëàâíóþ ÷àñòü ïî-
ãðåøíîñòè:

Cn+1
m = 2 ¯̄Cn+1

m − C̄n+1
m .

Äàííàÿ ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè è îáëàäàåò õîðîøèìè ñòàáèëè-
çèðóþùèìè ñâîéñòâàìè, ÷òî âàæíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè è íåãëàäêèìè
íåëèíåéíûìè ðåøåíèÿìè, â êîòîðûõ âåëèêà âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ
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ãàðìîíèê [15]. Êðîìå òîãî, ïðèìåíåíèå ïîäîáíîé ñõåìû â äàííîé çàäà÷å îáóñëîâëå-
íî íàëè÷èåì â óðàâíåíèè äèôôóçèè ñóùåñòâåííîé êîíâåêòèâíîé êîìïîíåíòû, à òàêæå
ðàññìîòðåííîé íèæå îñîáåííîñòüþ â ìíîæèòåëå ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé.

Êîíâåêòèâíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè (12) ìîæåò ìåíÿòü çíàê è èçìåíÿåòñÿ ïî âåëè-
÷èíå â øèðîêèõ ïðåäåëàõ, ÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì ÷èñëåííîãî
ñ÷åòà, êîòîðûå ïîðîæäàþò íå òîëüêî êà÷åñòâåííûå, íî è êîëè÷åñòâåííûå èñêàæåíèÿ.
Äëÿ ó÷åòà äàííîé îñîáåííîñòè âîñïîëüçóåìñÿ àïïðîêñèìàöèåé êîíâåêòèâíîãî ñëàãàå-
ìîãî ñî âòîðûì ïîðÿäêîì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂

∂ξ
[AC] =

A+ |A|
2

(
Ci − Ci−1

dξ
+

dξ

2

∂2C

∂ξ2

)
+

A− |A|
2

(
Ci+1 − Ci

dξ
−

dξ

2

∂2C

∂ξ2

)
=

=
A− |A|
2dξ

Ci+1 +
|A|
dξ

Ci −
A+ |A|
2dξ

Ci−1 +
|A|dξ
2

∂2C

∂ξ2
. (20)

Äëÿ óäîáñòâà ïðåîáðàçîâàíèé â óðàâíåíèè (12) ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

D̄

(
1 +

2h1gωC

1 + θ0St

)
≡ f(C, η),

6Leh1ω

(1 + θ0St)∆2
≡ V (t).

Ñòàðøóþ ïðîèçâîäíóþ àïïðîêñèìèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂

∂ξ
f(C, η)

∂C

∂ξ
=

1

dξ

[
f̌i+1 + f̌i

2

Ci+1 − Ci

dξ
− f̌i + f̌i−1

2

Ci − Ci−1

dξ

]
.

Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (12) â âèäå

Ci − Či

dτ
=

Le

dξ

[
f̌i+1 + f̌i

2

Ci+1 − Ci

dξ
−

f̌i−1

2

Ci − Ci−1

dξ

]
+

+

(
Lef̌i

2
− V ˇ̄Di|A|dξ

)
Ci+1 − 2Ci + Ci−1

dξ2
−

2V A(St+ 1)εD
ˇ̄Diη

′
i

(1 + θ0St)β
Ci−

−2V ˇ̄Di

[
A− |A|
2dξ

Ci+1 +
|A|
dξ

Ci −
A+ |A|
2dξ

Ci−1

]
. (21)

Äëÿ óìåíüøåíèÿ àïïðîêñèìàöèîííîé âÿçêîñòè ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ââîäèì
çàìåíó [15] (

Lef̌i

2
− V ˇ̄Di|A|dξ

)
≈

Lef̌i

2 +
4V ˇ̄Di|A|dξ

Lef̌i

,

÷òî êîððåêòíî ïðè óñëîâèè

2V ˇ̄Di|A|dξ
Lef̌i

∼ o(1).
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Ýòî óñëîâèå íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå íà âåëè÷èíó ïðîñòðàíñòâåííîãî
øàãà dξ äëÿ äèôôóçèè. Òîãäà èç (21) ïîëó÷àåì

Ci − Či

dτ
=

Le

dξ

[
f̌i+1

2

Ci+1 − Ci

dξ
−

f̌i−1

2

Ci − Ci−1

dξ

]
+

Lef̌i

2 +
4V ˇ̄Di|A|dξ

Lef̌i

·
Ci+1 − 2Ci + Ci−1

dξ2
−

−
2V A(St+ 1)εD

ˇ̄Diη
′
i

(1 + θ0St)β
Ci − 2V ˇ̄Di

[
A− |A|
2dξ

Ci+1 +
|A|
dξ

Ci −
A+ |A|
2dξ

Ci−1

]
. (22)

Äàëåå ïðèâîäèì (22) ê ëèíåàðèçîâàííîé àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (18), â êîòîðîé

a =
rLefi+1

2
+ rLefi · Z−1

2 − rdξD̄iV (A− |A|),

d =
rLefi−1

2
+ rLefi · Z−1

2 + rdξD̄iV (A+ |A|),

b = 1 + a+ d+
2V A(St+ 1)εDD̄i η

′
i dτ

β(1 + θ0St)
,

e = Ci,

ãäå

Z2 = 2 +
24ωh1|A|dξ

∆2(1 + θ0St+ 2ωh1Cig)
, η′i =

∂ηi

∂ξ
, r =

dτ

dξ2
.

Çàìåòèì, ÷òî øàã ïî ïðîñòðàíñòâó dξ è ÷èñëî Êóðàíòà r â òåïëîâîé è äèôôóçèîííî-
êèíåòè÷åñêîé çàäà÷àõ � ðàçíûå, â òî âðåìÿ êàê øàã ïî âðåìåíè � îäèíàêîâûé.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ α1, β1 íàõîäÿòñÿ òàê æå, êàê
â çàäà÷å òåïëîïðîâîäíîñòè:

α1 = rLef0 · Z−1
3 ,

β1 = C0

(
δ

dξ
+

1

2
−

δ(Lef ′
0 − 2AV D̄0)

2Lef0

)
· Z−1

3 ,
(23)

ãäå

Z3 =
δ

dξ
+

1

2
−

δ(Lef ′
0 − 2AV D̄0)

2Lef0
+ 2AV D̄0rdξ −

dτ(Lef ′
0 − 2AV D̄0)AV D̄0

Lef0
+

+
AV D̄0dτεD(St+ 1)η′0

β(1 + θ0St)
+ rLef0. (24)

Â òî÷êå i = n ïðîãîíî÷íûå êîýôôèöèåíòû äëÿ çàäà÷è äèôôóçèè íàõîäÿòñÿ òàê æå,
êàê â çàäà÷å òåïëîïðîâîäíîñòè:

Cn =
χβn + µ

1− αnχ
, (25)

ãäå
χ = 2rLefn · Z−1

4 , µ = Cn · Z−1
4 ,

Z4 = 1 + 2rLefn +
2AV D̄nεD(St+ 1)dτ

β(1 + θ0St)
−

12ωh1A(2Lefnrdξ + dτ(Lef ′
n − 2AV D̄n))

∆2(1 + θ0St+ 2ωh1gCn)
,
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f ′
0 =

∂f0

∂ξ
, η′0 =

∂η0

∂ξ
, f ′

n =
∂fn

∂ξ
.

Ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ Ëàãðàíæà ïðîâåäåì îäíîñòîðîííþþ àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîä-
íûõ â (23)�(25) ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè [16]:

η′0 =
∂η0

∂ξ
=

4η1 − 3η0 − η2

2dξ
+ o(dξ2),

f ′
0 =

∂f0

∂ξ
=

4f1 − 3f0 − f2

2dξ
+ o(dξ2),

f ′
n =

∂fn

∂ξ
=

3fn − 4fn−1 + fn−2

2dξ
+ o(dξ2). (26)

Ôîðìóëû (23) ñïðàâåäëèâû âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, êðîìå ñèòóà-

öèè, êîãäà
2h1ωg

1 + θ0St
C = −1, g < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé âîçíèêàåò

íåîïðåäåëåííîñòü âèäà (0 ·∞) è çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ íåêîððåêòíîé [17]. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ

ïðîáëåìû ïðèáåãíåì ê ñëåäóþùåìó. Îáîçíà÷èì äëÿ óäîáñòâà
2h1ωg

1 + θ0St
≡ µ1 è âû÷èñëèì

ïðåäåë ïðè g < 0:

lim
C→− 1

µ1

(1 + µ1C)
∂C

∂ξ
= lim

C→− 1
µ1

1 + µ1C

∂ξ/∂C
=

µ1

∂2ξ/∂C2

∣∣∣∣∣
C=−1/µ1

=

(
µ1

∂2C

∂ξ2

)∣∣∣∣∣
C=−1/µ1

.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äèôôóçèè (12) ïðè g < 0 â òî÷êå C = −1/µ1 ïðåîáðàçó-
åòñÿ ê âèäó

∂C

∂τ
= Le

∂

∂ξ

[
D̄µ1

∂2C

∂ξ2

]
− 2V

∂

∂ξ
(AD̄C), µ1 < 0,

ñîâïàäàþùåìó ïî ôîðìå ñ óðàâíåíèåì Êîðòåâåãà�Äå Âðèçà, êîòîðîå îïèñûâàåò äèíà-
ìèêó óåäèíåííûõ âîëí (òàê íàçûâàåìûõ ñîëèòîíîâ). Çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè C = −1/µ1

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ðàñòâîðèìîñòè äèôôóíäèðóþùåãî ýëåìåíòà. Äëÿ äàííîé îäíîìåð-
íîé îäíîñëîéíîé çàäà÷è ýòîò ýôôåêò ìîæåò ïðîÿâèòü ñåáÿ òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè, ÷òî
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èíîé àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè, ãäå
áóäóò ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèå

∂C

∂τ
= Leµ1

D̄ε(St+ 1)η′

β(1 + θSt)

∂2C

∂ξ2
+ Leµ1D̄

∂3C

∂ξ3
− 2AV

D̄εD(St+ 1)η′

β(1 + θSt)
C − 2AV D̄

∂C

∂ξ

è óñëîâèå

ξ = 0 :
∂2C

∂ξ2
=

δ

Leµ1D̄

∂C

∂τ
+

6AC

∆2g
,

äëÿ êîòîðûõ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó íàõîäèì

α1 = 2AV gD̄0rdξ · Z−1
5 ,

β1 =

[
C0

(
AV gdξδ

µ1Le
+

εD(St+ 1)η′0δ

β(1 + θ0St)
− 1

)
− Leµ1D̄0dτ

∂3C

∂ξ3

]
· Z−1

5 , (27)
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ãäå

Z5 =
6A2V dτdξD̄0

∆2
+ 2AV gD̄0rdξ +

AV gδdξ

µ1Le
− 1−

−
εD(St+ 1)η′0(2AV g2∆2D̄0dτ − 6LeAµ1D̄0dτ − δg∆2)

β(1 + θ0St)∆2g
. (28)

Ïðîèçâîäíóþ
∂3C

∂ξ3
îïðåäåëèì àíàëîãè÷íî (26):

∂3C0

∂ξ3
=

1

2dξ3
[−5C0 + 18C1 − 24C2 + 14C3 − 3C4] + o(dξ2).

Íàïîìíèì, ÷òî â ôîðìóëàõ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà äèôôóçèîííîé çàäà÷è (20)�(27) èñ-
ïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû íà ïîâåðõíîñòè, ïîýòîìó óðàâíåíèå (17) îïèñûâàåò
òåðìîäèôôóçèîííûå íàïðÿæåíèÿ â ìèêðîìàñøòàáå äèôôóçèîííîé çîíû. Åñëè â ðåøå-
íèè çàäà÷è î ìåõàíè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ïðåíåáðå÷ü êîíöåíòðàöèåé è ó÷åñòü òåìïåðàòóðó
ïî âñåìó îáðàçöó, òî ïîñëå àíàëîãè÷íûõ îïåðàöèé îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïîëó÷èì ôîðìóëó
äëÿ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé â ìàêðîìàñøòàáå âñåãî îáðàçöà:

ST = 2h1

(12ξ

∆3
− 6

∆2

) ∆∫
0

θξdξ +

(
4

∆
− 6ξ

∆2

) ∆∫
0

θdξ − θ

 , θ = θ(τ, ξ). (29)

Òîãäà ñðåäíèå íàïðÿæåíèÿ ïî îáðàçöó ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

S̄ =
1

∆

∆∫
0

STdξ +
1

∆

∆∫
0

SDdξ,

ãäå ST îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (29), à SD � ïî ôîðìóëå (17).
Óðàâíåíèå êèíåòèêè ïàðàìåòðà àêòèâàöèè (13) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü àíàëèòè÷å-

ñêè ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
(16) ïîëó÷èì

dη

1− η
= k̄ηf(ξ/ξa)dτ,

−ln(1− η) = k̄ηf(ξ/ξa) · τ,
η = 1− exp(−k̄ηf(ξ/ξa) · τ).

Â ñèëó îñîáåííîñòåé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè
óðàâíåíèé, äëÿ âûáîðà ðàñ÷åòíûõ øàãîâ ïî êîîðäèíàòå è âðåìåíè íåîáõîäèìî ïðîâå-
ðèòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå íà ñõîäèìîñòü, à òàêæå ïðîâåñòè ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ ñ òî÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ïðîñòåéøèõ çàäà÷ äèôôóçèè è òåïëî-
ïðîâîäíîñòè. Ïîñêîëüêó â äàííîé ìîäåëè îòñóòñòâóþò âíóòðåííèå èñòî÷íèêè è ñòîêè
ìàññû, ïðè îïðåäåëåíèè ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ó÷èòûâàëè òàêæå âûïîëíåíèå
èíòåãðàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû

C(τ, 0) · δ +
∆∫
0

C(τ, ξ)dξ ≡ C0 · δ, (30)

ãäå C0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè â ïîâåðõíîñòíîì àäñîðáöèîííîì ñëîå δ.
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Äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ øàãîâ íà ñåòêàõ äèôôóçèîí-
íî-êèíåòè÷åñêîé è òåïëîâîé çàäà÷ ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû è êîí-
öåíòðàöèè íà çàäàííîé ãëóáèíå îò êâàäðàòà ïðîñòðàíñòâåííîãî øàãà ïðè ðàçëè÷íûõ
øàãàõ ïî âðåìåíè äëÿ îäíîãî èìïóëüñà ê çàäàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè íàáëþäåíèÿ.
Èç àíàëèçà ïîñòðîåííûõ ãðàôèêîâ âûáðàíû øàãè ïî ïðîñòðàíñòâó äëÿ òåìïåðàòóðû
dξ = 0.04, äëÿ êîíöåíòðàöèè dξ = 4 · 10−5, ïî âðåìåíè � dτ = 3 · 10−2. Ïðè ýòîì äëÿ
òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè íå ïðåâûøàëè 1%. Îòíîñè-
òåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âûïîëíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû (30) íå ïðåâûøàëà 5%.

Åñëè ïðåíåáðå÷ü â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (14) ïîòåðÿìè òåïëà è ïðèíÿòü äëèòåëüíîñòü
èìïóëüñà áåñêîíå÷íîé (èñòî÷íèê íåïðåðûâíîãî îáëó÷åíèÿ), òî äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè (11) ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (14)�(16) ìîæíî ïîëó÷èòü
òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìåòîäîì èçîáðàæåíèé Ëàïëàñà [18]:

θ(ξ, τ) = 2

√
τ

π
e−(ξ2/4τ) − (δ + ξ) erfc

ξ

2
√
τ
+ δ e(ξ/δ+τ/δ2)erfc

(
ξ

2
√
τ
+

√
τ

δ

)
.

Åñëè â óðàâíåíèè äèôôóçèè (12) ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (14)�(16) îïó-
ñòèòü ýôôåêòû àêòèâàöèè è íàïðÿæåíèé, òî äëÿ äàííîé çàäà÷è ïðè óñëîâèè ïîñòîÿí-
ñòâà êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå:

C(ξ, τ) = C0 exp

(
ξδ + LeD̄τ

δ2

)
· erfc

(√
LeD̄τ

δ
+

ξ

2
√
LeD̄τ

)
.

Ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ äîïóùåíèé ïî-
êàçàëî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå èõ ñîâïàäåíèå.

4. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìîäåëè ïðè âàðüèðîâàíèè îñíîâ-
íûõ ïàðàìåòðîâ â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ áûëè îïðåäåëå-
íû ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè, òåìïåðàòóðû, ñòåïåíè àêòèâàöèè,
äèôôóçèîííûõ è òåðìè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, à òàêæå ñðåäíèå ïî îáðàçöó íàïðÿæåíèÿ.

Íà ðèñ. 1�4 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé
îáðàáîòêè íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé ìîäåëè. Ðàçëè÷èÿ â ðàñïðåäåëåíèÿõ êîíöåíòðàöèé
êèñëîðîäà è íàïðÿæåíèé â äèôôóçèîííîé çîíå äëÿ ñâÿçàííîé è íåñâÿçàííîé çàäà÷ èë-
ëþñòðèðóåò ðèñ. 1. Àêòèâàöèÿ ìàòåðèàëà ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ ãëó-
áèíû è ñêîðîñòè äèôôóçèè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè äàííîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ â ñëó÷àå àêòè-
âèðîâàííîé äèôôóçèè âåëè÷èíà îñòàòî÷íîé êîíöåíòðàöèè íà ïîâåðõíîñòè ê ìîìåíòó
âðåìåíè τ = 0.8 ïî÷òè íà 50% ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå íåàêòèâèðîâàííîé äèôôóçèè.
Èç ðèñóíêà òàêæå âèäíî, ÷òî ñâÿçàííûé õàðàêòåð ïðîöåññîâ ïåðåíîñà è äåôîðìèðîâà-
íèÿ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ êîíöåíòðàöèè êèñëîðîäà â äèôôóçèîííîé
çîíå êàê äëÿ àêòèâèðîâàííîé äèôôóçèè (øòðèõîâûå ëèíèè è ñèìâîëû o), òàê è äëÿ
íåàêòèâèðîâàííîé (ñïëîøíûå ëèíèè è ñèìâîëû ∆). Â êâàçèñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå íà-
ïðÿæåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ êîíöåíòðàöèåé è òåìïåðàòóðîé, ïîýòîìó õàðàêòåð
ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé â äèôôóçèîííîé çîíå ïðè âàðüèðîâàíèè εD è ω àíàëîãè÷åí
õàðàêòåðó ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè (ñì. ðèñ. 1).

Ãëóáèíó äèôôóçèè ξD îïðåäåëèì êàê ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì êîíöåíòðàöèÿ ëåãè-
ðóþùåãî ýëåìåíòà óìåíüøàåòñÿ â k ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ åå íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì íà
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ïîâåðõíîñòè (çäåñü ïðèíÿòî k = 100), ãëóáèíó ïðîãðåâà ξT � êàê ðàññòîÿíèå îò ïîâåðõ-
íîñòè, íà êîòîðîì òåìïåðàòóðà äîñòèãàåò íåêîòîðîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ θ∗. Çàâèñèìî-
ñòè ξD è ξT îò âðåìåíè, îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Èç ðèñ. 2, à
ñëåäóåò, ÷òî ãëóáèíà äèôôóçèè ðàñòåò äî òåõ ïîð, ïîêà òåìïåðàòóðà ïðè äàííîì íàáîðå
ïàðàìåòðîâ â òå÷åíèå äåéñòâèÿ èìïóëüñà äîñòàòî÷íà äëÿ äèôôóçèè, ò. å. äî ìîìåíòà
τ = τi = 1. Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ξT çàâèñèò îò θ∗ (ðèñ. 2, á): ïðè θ∗ = 0.1 íàáëþäàåòñÿ ïî-
ñòåïåííîå óâåëè÷åíèå ãëóáèíû ïðîãðåâà, ïðè θ∗ = 0.7 âíà÷àëå íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå
ξT , çàòåì � óìåíüøåíèå. Êðîìå òîãî, åñëè â ïåðâîì ñëó÷àå çîíà ïðîãðåâà ïîÿâëÿåò-
ñÿ ïðàêòè÷åñêè ñ íà÷àëà ïðîöåññà îáðàáîòêè, òî âî âòîðîì îíà �ôèêñèðóåòñÿ� ãîðàçäî
ïîçæå.

Ðèñ. 1. Ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé êèñëîðîäà (à) è íàïðÿæåíèé (á) â äèôôóçèîííîé çîíå â
ìîìåíòû âðåìåíè τ = 0.8 (1), 0.9 (2), 1 (3). Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ôèêñèðîâàíû: Le = 0.01, δ =
0.005, ∆ = 15, ξa = 8, St = 3, B = 10−5, h1 = 0.2, g = −10, kη = 0.1, β = 0.06 äëÿ îäíîãî
èìïóëüñà

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ãëóáèíû äèôôóçèè (à) ïðè ε = 0.1 (1), 0.3 (2), 0.9 (3) è ãëóáèíû ïðîãðå-
âà (á) ïðè B = 10−3 (1), 10−2 (2), 10−1 (3), 1 (4) îò âðåìåíè; îñòàëüíûå ïàðàìåòðû òå æå, ÷òî
ê ðèñ. 1
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Ðèñ. 3 èëëþñòðèðóåò çàâèñèìîñòü ãëóáèíû äèôôóçèè îò êîýôôèöèåíòà ñâÿçàííî-
ñòè ω äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñëà Le. Âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà Ëüþèñà âñåãäà
âåäåò ê ðîñòó ñêîðîñòè è ãëóáèíû äèôôóçèè, â òî âðåìÿ êàê èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòà
ñâÿçàííîñòè ìîæåò êàê óâåëè÷èâàòü, òàê è óìåíüøàòü ãëóáèíó äèôôóçèè, ÷òî çàâèñèò
îò òèïà âîçíèêàþùèõ â äèôôóçèîííîé çîíå íàïðÿæåíèé (íà ðèñóíêàõ íå ïîêàçàíî).

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòè äâóìÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûìè èìïóëüñàìè ïðè τi = τp = 1. Âèäíî, ÷òî ïîâåäåíèå òåðìè÷åñêèõ
íàïðÿæåíèé íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò ðåæèìà îáëó÷åíèÿ. Òàê, ïîâûøåíèå òåìïåðà-
òóðû ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì òåðìè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé (ðèñ. 4, à). Òîëùèíà àäñîðáè-
ðîâàííîãî ñëîÿ δ íåçíà÷èòåëüíî âëèÿåò íà ïîâåäåíèå òåìïåðàòóðíûõ êðèâûõ, ÷òî îáú-
ÿñíÿåòñÿ òîíêîñòüþ ýòîãî ñëîÿ è åãî âûñîêîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ. Èç ðèñ. 4, á ñëåäóåò

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ãëóáèíû äèôôóçèè îò êîýôôèöèåíòà ñâÿçàííîñòè ω ê ìîìåíòó âðåìåíè
τ = 5; δ = 0.006, Le = 0.001 (1), 0.005 (2), 0.007 (3), 0.01 (4); îñòàëüíûå ïàðàìåòðû òå æå, ÷òî
ê ðèñ. 2, 3

a á

Ðèñ. 4. Èçìåíåíèå âî âðåìåíè: à� òåìïåðàòóðà θ (ñïëîøíûå ëèíèè) è òåðìè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ
ST (ïóíêòèð), á� ñðåäíèå íàïðÿæåíèÿ S̄; δ = 0.001 (1), 0.01 (2), 0.1 (3) è îáðàáîòêå ïîâåðõíîñòè
äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè èìïóëüñàìè; Le = 0.01, ∆ = 20, ξa = 12, St = 3, B = 10−3, h1 =
0.2, g = −5, kη = 0.05, β = 0.05, εD = 0.1, ω = 0.5
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íåìîíîòîííûé õàðàêòåð êðèâûõ ñðåäíèõ ïî îáðàçöó íàïðÿæåíèé, ÷òî â îêðåñòíîñòè
τ = 3 ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷íûì ïîâåäåíèåì ïîëåé êîíöåíòðàöèîííûõ è òåðìè÷åñêèõ íàïðÿ-
æåíèé âî âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìîäåëü ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé îáðàáîòêè ïî-
âåðõíîñòè ñ ó÷åòîì àêòèâàöèè è äèôôóçèè. Â ìîäåëè ó÷òåí ñâÿçàííûé õàðàêòåð ïðîöåñ-
ñîâ äèôôóçèè è ýâîëþöèè ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ â õîäå îáðàáîòêè.
Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèé ðàçëè÷èÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ïðèâåäåíû
ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ ñ ïîìîùüþ äàííîãî àëãîðèòìà, ïîêàçàíà ôèçè÷åñêàÿ íåïðîòèâîðå-
÷èâîñòü ìîäåëè.
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