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Êðàòêî èçëàãàþòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä è àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñóùå-
ñòâåííî íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çà-
ïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Ñîçäàííàÿ êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà ðàáîòàåò â àâòî-
ìàòè÷åñêîì ðåæèìå. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ òðåõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷èñëåííûå ìåòîäû, ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûå èíòåãðî-äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, çàïàçäûâàþùèé àðãóìåíò, êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû.

Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìàN â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé çàïàçäûâàíèÿ τ , îäèíàêîâîé
äëÿ âñåõ ôóíêöèé

f[x,y(x),y′(x), . . . ,y(x− τ),y′(x− τ), . . . , I(x)] = 0. (1)

Çäåñü f � âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðîì N ;

(y(x))ò = (y1(x), y2(x), . . . yN(x)) ;

(I(x))ò = (I1(x), I2(x), . . . , ) ;

Ii(x) =

x∫
0

ψi[x, u,y(x),y
′(x), . . . ,y(u),y′(u), . . . ,y(u− τ), . . .] du.

Íà÷àëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ y(x) = φ(x) ïðè −τ ≤ x ≤ 0 ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé.
Ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû (1) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå x1 = 0,
x2, . . . , xM = b îòðåçêà [0, b].

1. Âûâîä ôîðìóë èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îòðåçêå [0, τ ] âåùåñòâåí-
íîé îñè x çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà, âm óçëàõ êîòîðîé èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé

c⃝ ÈÂÒ ÑÎ ÐÀÍ, 2010.
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k-ãî ïîðÿäêà äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè y = f(x), îïðåäåëåííîé íà [0, b], è çíà÷åíèÿ
ïðîèçâîäíûõ íèçøèõ ïîðÿäêîâ â íà÷àëüíîì óçëå x = x1. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ
â ýòèõ æå óçëàõ çíà÷åíèé ôóíêöèè, åå ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëîâ, âûðàæåííûõ ÷åðåç
óçëîâûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà k è ïðîèçâîäíûå ïðè x = x1 = 0.

Âíà÷àëå èíòåðïîëèðóåì ïðîèçâîäíóþ y(k)(x) íà îòðåçêå [x1, xn] (n ≤ m) ìíîãî÷ëåíîì
ñòåïåíè (n− 1) [1, 2] è ðåçóëüòàò çàïèøåì â âèäå

y(k)(x) = xòp, (2)

ãäå xò = (1, x, . . . , xn−1),p = (p1, p2, . . . , pn). Ïîëàãàÿ â (2) x = x1, x = x2, . . ., x = xn,
ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå ñîîòíîøåíèå

y(k)(x) = Zp, (3)

ãäå y(k) � ìàòðèöà-ñòîëáåö óçëîâûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé k-ãî ïîðÿäêà, zij = xj−1
i .

Òàê êàê îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû Z ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà, òî ìîæíî
çàïèñàòü

p = Z−1y(k), (4)

òîãäà (2) ïðèìåò âèä
y(k)(x) = xòZ−1y(k). (5)

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî â ïðåäåëàõ îòðåçêîâ [x1, x1],
[x1, x2], . . . , [x1, xn], ïîëó÷èì

y(k−1) = Iy
(k−1)
1 +BZ−1y(k). (6)

Çäåñü y(k−1) � âåêòîð-ñòîëáåö óçëîâûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé (k − 1)-ãî ïîðÿäêà; I �
åäèíè÷íûé âåêòîð ðàçìåðîì n; ýëåìåíòû ìàòðèöû B bij = (xji − xj1)/j.

Èç (6) ïîëó÷àåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ

Y(k−1) = Iy
(k−1)
1 + sY(k), (7)

ãäå s = BZ−1 � ìàòðèöà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîðÿäêà n íà îòðåçêå [x1, xn].
Åñëè m > n, òî, ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ôîðìóëó (5) íà îòðåçêàõ [xj(n−1)+1,

xj(n−1)+n] (j = 0, 1, 2, . . .), ìîæíî ïîëó÷èòü êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðîèçâîäíîé Y(k−1) âî
âñåõ óçëàõ îòðåçêà [0, τ ]

Y(k−1) = Iy
(k−1)
1 + SY(k), (8)

ãäå I � åäèíè÷íûé âåêòîð, S � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîðÿäêà m. Íà-
ïðèìåð, ïðè b = 6, n = 3, m = 7 ýòà ìàòðèöà èìååò âèä

S =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.4167 0.6667 −0.0833 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.3333 1.3333 0.3333 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.3333 1.3333 0.7500 0.6667 −0, 0833 0.0000 0.0000
0.3333 0.3333 0.6667 1.3333 0.3333 0.0000 0.0000
0.3333 1.3333 0.6667 1.3333 0.7500 0.6667 −0.0833
0.3333 1.3333 0.6667 1.3333 0.6667 1.3333 0.3333

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Âûïîëíèâ èíòåãðèðîâàíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ (8) r ðàç, ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè, âûðàæåííûõ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ
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ïîðÿäêà k â ýòèõ æå óçëàõ è çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ íèçøèõ ïîðÿäêîâ â íà÷àëüíîì óçëå
x = x1:

Y(k−r) =
r−1∑
i=0

SiIy
(k−r+i)
1 + SrY(k) ïðè r ≤ k. (9)

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ ÈÄÓ â ñëó÷àå, êîãäà çà
íåèçâåñòíûå äèñêðåòíîé ìîäåëè ïðèíÿòû çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé íàèâûñøåãî ïîðÿäêà â
óçëàõ èíòåðïîëÿöèè è çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ íèçøèõ ïîðÿäêîâ â óçëå x = x1.

Åñëè r > k, òî êîìïîíåíòàìè âåêòîðà Y(k−r) â (9) áóäóò çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ, à
ôîðìóëà ïðèìåò âèä

Y(k−r) =
r−1∑

i=r−k

Sr−k+iIy
(i)
1 + SrY(k). (10)

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî y
(k−r)
1 ≡ 0 ïðè r > k, ïîñêîëüêó â ñîîòâåòñòâèè

ñ ïðèíÿòûìè îáîçíà÷åíèÿìè ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëîâ â óçëå
x = x1.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìàòðèöó èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåäñòàâèì
â âèäå

S =

∣∣∣∣ s11 s12
s21 s22

∣∣∣∣ , (11)

ãäå s11 = 0, ýëåìåíòû ìàòðèöû-ñòðîêè s12 ðàâíû íóëþ, à êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà s22 � íå
îñîáåííàÿ. Òåïåðü ðàâåíñòâî (8) ïðèìåò âèä∣∣∣∣ y1y2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ y1
I2y1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ s11 s12
s21 s22

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ y′1y′
2

∣∣∣∣ . (12)

Çäåñü y2,y
′
2 � âåêòîðû-ñòîëáöû óçëîâûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ ðàçìåðîì

(m− 1) ñîîòâåòñòâåííî, I2 � åäèíè÷íûé âåêòîð ðàçìåðîì (m− 1). Èç (12) ïîëó÷èì∣∣∣∣ y′1y′
2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1 0
−s−1

22 s21

∣∣∣∣ Iy′1 + ∣∣∣∣ 0 0
−s−1

22 I2 s−1
22

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ y1y2

∣∣∣∣ ,
èëè â ïðèíÿòûõ ðàíåå îáîçíà÷åíèÿõ

Y′ = (E −DS)Iy′1 +DY, (13)

ãäå D =

∣∣∣∣ 0 0
−s−1

22 I2 s−1
22

∣∣∣∣ � ìàòðèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïðè b = 6, n = 3, m = 7

ìàòðèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååò âèä

D =



0 0 0 0 0 0 0
−1.25 1 0.25 0 0 0 0

2 −4 2 0 0 0 0
−1 2 −2.25 1 0.25 0 0
2 −4 4 −4 2 0 0
−1 2 −2 2 −2.25 1 0.25
2 −4 4 −4 4 −4 2


.
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Âûïîëíèâ äèôôåðåíöèðîâàíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ (13) r ðàç, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ r-ãî ïîðÿäêà â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè, âûðàæåííûõ ÷åðåç ïðî-
èçâîäíûå â íà÷àëüíîé òî÷êå x = x1 è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ óçëàõ:

Y(r) =
r−1∑
i=0

Di(E −DS)Iy
(r−i)
1 +DrY. (14)

Ôîðìóëà (14) ïðèìåíèìà äëÿ ðåøåíèÿ êàê îáûêíîâåííûõ ÈÄÓ, òàê è óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Äëÿ ëþáîãî öåëîãî r ≥ 0 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

N∑
j=1

Sr
ij = (xi − x1)

r/r!,

N∑
j=1

Dr+1
ij = 0, (i = 1, 2, . . . , N),

êîòîðûå âûðàæàþò ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè
f(x) = 1.

Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë (9) è (14) [1, 2] ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
ñèñòåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò:

1) ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðîâàòü ñèñòåìû ÈÄÓ, èìåþùèå äîñòàòî÷íî ãëàä-
êèå ðåøåíèÿ, èõ äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè, òàê êàê ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè íà îò-
ðåçêå [0, τ ] äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n;

2) ðåøàòü óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíûõ íå òîëüêî íà êðàÿõ, íî
è âíóòðè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ èìååòñÿ âîç-
ìîæíîñòü çà íà÷àëüíóþ òî÷êó íà îòðåçêå [0, b] ïðèíèìàòü ëþáîé óçåë xi (i = 1, 2, . . . ,m);

3) ïðè ðåøåíèè ÈÄÓ âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðïîëèðîâàíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíàìè èñêëþ÷èòü íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íà
êðàÿõ îáëàñòè, êàê ýòî ðåêîìåíäóåòñÿ, íàïðèìåð, â [3], òàê êàê ôîðìóëû (9) è (14) íå
çàâèñÿò îò íîìåðîâ óçëîâ, ðàñïîëîæåííûõ âíå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, è ñîäåðæàò â
ÿâíîì âèäå íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðîèçâîäíûå. Èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó Òåéëîðà, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè è åå
ïðîèçâîäíûõ, ðàâíóþ O(hn+1), ãäå h � øàã ñåòêè.

Â ëèòåðàòóðå ïðåäëîæåíî ìíîãî ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé
âèäà (1), ïðè÷åì áîëüøèíñòâî èç íèõ îñíîâàíû íà ïðîöåäóðå Ðóíãå�Êóòòû [4 � 7] è
èìåþò íåâûñîêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Â ðàáîòå [8] çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîçèöèè ìåòîäà
ïðîäîëæåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó, à â [9] èñïîëüçóåòñÿ ñïîñîá ïðåîáðàçîâàíèÿ ê
íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ïðèíÿò ìåòîä øàãîâ [10, 11], â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ êîòîðûì âåñü ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ [0, b] äîëæåí áûòü ïðåäñòàâëåí â
âèäå Q áîëüøèõ øàãîâ äëèíîé τ , ò. å. ïðèíèìàåòñÿ b = Qτ . Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçà-
öèè ìåòîäà êàæäûé áîëüøîé øàã ðàçáèâàåòñÿ íà m− 1 ìàëûõ øàãîâ è äëÿ âûðàæåíèÿ
óçëîâûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ íèçøåãî ïîðÿäêà ÷åðåç ïðîèçâîäíûå íàè-
âûñøåãî ïîðÿäêà èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ (9).

Íèæå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äëÿ âû÷èñëåíèÿ óçëîâûõ çíà-
÷åíèé ôóíêöèè y = f(x), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì îäíîãî íåëèíåéíîãî ÈÄÓ k-ãî ïîðÿäêà
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ñ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé çàïàçäûâàíèÿ àðãóìåíòà τ íà îòðåçêå [0, Qτ ], êîòîðîå èìååò â
ñâîåì ñîñòàâå îäèí èíòåãðàë I(x) ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì

f [x, y(x), y′(x), . . . , y(k)(x), y(x− τ), . . . , y(k)(x− τ), I(x)] = 0, (15)

ãäå

I(x) =

x∫
0

ψ[x, u, y(u), y′(u), . . . , y(k)(u), y(u− τ), . . . , y(k)(u− τ)] du.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè x = 0

y(0)− c0 = 0, y′(0) = c1, . . . , y
(k−1)(0) = ck−1. (16)

×èñëà ci ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè φ(x) ïðè x = 0, íî òàêæå
ìîãóò áûòü çàäàíû íåçàâèñèìî îò ýòîé ôóíêöèè [11].

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà ïåðâîì øàãå, ò. å. íà îòðåçêå [0, τ ]. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì øàãîâ [10, 11] íà ïåðâîì øàãå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñ çàïàçäûâàíè-
åì y(x−τ) è åå ïðîèçâîäíûõ îïðåäåëÿþòñÿ èç âûðàæåíèÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè φ(x). Íà
ïîñëåäóþùèõ øàãàõ ýòè çíà÷åíèÿ âûáèðàþòñÿ èç ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ íà ïðåäûäóùåì
øàãå. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâëÿÿ â (15) x1 = 0, x2 = τ/(m − 1), . . . , xm = τ , ìîæíî
ïîëó÷èòü m óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî óçëîâûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè y è åå ïðîèçâîäíûõ.
Äèñêðåòèçàöèÿ èíòåãðàëîâ âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (10). Ýòè óðàâíå-
íèÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (16) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî óçëîâûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ

F(c0, c1, . . . , ck−1,Y,Y
′, . . . ,Y(k)) = 0, (17)

ãäå
(
Y(s)

)
ò

=
(
y
(s)
1 , y

(s)
2 , . . . , y

(s)
m

)
, s = 0, 1, 2, . . . , k. Â ñèñòåìó (17) â êà÷åñòâå èçâåñòíûõ

âåëè÷èí âõîäÿò óçëîâûå çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè φ(x).
Èñêëþ÷àÿ óçëîâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ íèçøèõ ïîðÿäêîâ ñ ïîìî-

ùüþ ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ (9), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ðàçðåøàþùèõ íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî óçëîâûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé íàèâûñøåãî ïîðÿäêà
Y(k):

Φ(c0, c1, . . . , ck−1,Y
(k)) = 0, (18)

êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ èçâåñòíûìè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè [12, 13].
Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ ïðè äîñòèæåíèè íåâÿçêè â (18) çàäàííîé ìàëîé
âåëè÷èíû IterTol. Ïðè èçâåñòíîì âåêòîðå Y(k) ïðîèçâîäíûå íèçøèõ ïîðÿäêîâ íà øàãå
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ (9). Âòîðîé øàã ïðè τ ≤ x ≤ 2τ âûïîëíÿ-
åòñÿ ïðè èçâåñòíûõ óçëîâûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ, âû÷èñëåííûõ íà
ïåðâîì øàãå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ
îò x âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà íà øàãå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ïðåäåëàõ ýòîãî øàãà è ðå-
çóëüòàò ñóììèðóåòñÿ ñî çíà÷åíèåì èíòåãðàëà, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ
ïðåäûäóùåãî øàãà. Åñëè æå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå çàâèñèò îò x, òî äëÿ êàæäîãî
óçëà xi òåêóùåãî øàãà èíòåãðèðîâàíèå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ïî îòðåçêó [0, xi], ÷òî
ìíîãîêðàòíî óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ñ÷åòà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àð-
ãóìåíòîì àëãîðèòì åñòåñòâåííî îáîáùàåòñÿ. Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è çà-
âèñèò îò ïàðàìåòðîâ m è IterTol, âàðüèðóÿ êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ
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òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñ-
ëà óçëîâ m íàðàñòàåò ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ ÷èñåë. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåì
ëèíåéíûõ ÈÄÓ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ îäíîé èòåðàöèè. Ýôôåêòèâíîñòü
ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèâåäåííûìè íèæå ðåçóëüòà-
òàìè ðåøåíèÿ òðåõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ïðè IterTol = 10−12.

2. Òåñòîâûå ïðèìåðû

Ïðèìåð 1. Ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâàíèåì àðãóìåíòà τ = π/2

y′′(x) + sin [y′′(x)] + y3(x)−
x∫

0

[y(s− τ) + y′(s)] ds+ exp

− x∫
0

y′(s− τ)y′′(s− τ) ds

−

− exp[0.25(cos 2x− 1)] + sin(y′(x− τ)) + sinx cos2 x = 0.

Èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå y(x) = sin x. Ïîýòîìó íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [−π/2, 0]
ïðèíèìàåòñÿ â âèäå φ(x) = sinx.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: y(0) = 0, y′(0)− 1 = 0.

Èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿëîñü ïðè ðàçëè÷íûõ m â îáëàñòè 0 ≤ x ≤ 10. Â ðåçóëüòà-
òå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ îò òî÷íîãî:

∆M=7 = 7 · 10−3, ∆M=11 = 3 · 10−7, ∆M=31 = 5 · 10−10, ∆M=151 = 4 · 10−10.

Ïðèìåð 2. Ñèñòåìà äâóõ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì àðãóìåíòà τ = π/2

y(V III)(x) + exp

 x∫
0

y′′1(s− τ)y2(s− τ) ds

+ y2(x− τ)− exp[0.25(1− cos 2x)] = 0,

y2(x) +
[
y(V III)(x)

]3 − y1(x− τ)− cos3 x = 0.

Òî÷íîå ðåøåíèå: y1(x) = cos x, y2(x) = sin x. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè y1(x) ïðè
x = 0 î÷åâèäíû è çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.

Çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèÿ ∆ ïðè b = 3π è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ m äëÿ ôóíêöèè y1(x)

∆m=9 = 1.5 · 10−5, ∆m=11 = 6.5 · 10−7, ∆m=21 = 1.7 · 10−4, ∆m=31 = 1.0 · 10−3,

äëÿ ôóíêöèè y2(x)

∆m=9 = 2.1 · 10−5, ∆m=11 = 1.4 · 10−7, ∆m=21 = 4.6 · 10−5, ∆m=31 = 4.0 · 10−4.
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Ïðèìåð 3. Ñèñòåìà ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ çàïàçäûâàíèåì àðãóìåíòà τ = 1

y′′1(x) + exp

 x∫
0

y′′1(s− 1)y′′2(s− 1) ds

−

−2 exp(x) cos x− exp[cos 2(1− cos 2x)]− sin 2 sin 2x = 0;

y′′2(x) + sin [y1(x− 1)]− 2 exp(−x) sin x− sin[exp(x− 1) sin(x− 1)− 10x+ 10] = 0.

Òî÷íîå ðåøåíèå: y1(x) = exp(x) sin x− 10x, y2(x) = exp(−x) cos x.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè x = 0 î÷åâèäíû è çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ. Çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèÿ

∆ ïðè b = 8 äëÿ ôóíêöèè y1(x)

∆m=9 = 1.5 · 10−5, ∆m=15 = 7.5 · 10−8, ∆m=21 = 7.6 · 10−11, ∆m=31 = 3 · 10−9,

äëÿ ôóíêöèè y2(x)

∆m=9 = 1.3 · 10−6, ∆m=15 = 4.6 · 10−9, ∆m=21 = 1.4 · 10−11, ∆m=31 = 3 · 10−10.

Èç àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ýòèõ ïðèìåðîâ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè íåêî-
òîðûõ çíà÷åíèÿõ m äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ïðè
óìåíüøåíèè m ïîãðåøíîñòü íàðàñòàåò â ñâÿçè ñ ðàçðåæåíèåì ñåòêè, à ïðè óâåëè÷åíèè
m � ïî ïðè÷èíå îêðóãëåíèÿ ÷èñåë ïðè íàðàñòàþùåì îáúåìå àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé.
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