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�åøåíèå çàäà÷è ïîèñêà íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ äîïîëèòîïà ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåéÅ.À. Íóðìèíñêèé, Ï.Ë. ÏîçäíÿêÈíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÄÂÎ �ÀÍ, Âëàäèâîñòîê, �îññèÿe-mail: nurmi�dvo.ru, pozpl�dvo.ruÏðåäñòàâëåíà ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ïîäõîäÿùèõ à��èííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåé. Îïèñûâàþòñÿ ìîäè�èêàöèè àëãîðèòìà, îñîáåííîñòè ðå-àëèçàöèè äëÿ àðõèòåêòóðû ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåé è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñ-ïåðèìåíòîâ. Äëÿ çàäà÷ ðàçìåðíîñòüþ 10

5 ïî ñðàâíåíèþ ñ òèïîâûì âû÷èñëèòåëü-íûì óñòðîéñòâîì ñòàíäàðòíîé àðõèòåêòóðû ïîëó÷åí ïðèðîñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòèïî÷òè â äåñÿòü ðàç.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîåêöèÿ, ãðà�è÷åñêèå óñêîðèòåëè.Ââåäåíèå�åøåíèå çàäà÷è ïðîåêöèè íà÷àëà êîîðäèíàò íà n-ìåðíûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê X ,çàäàííûé ñâîèìè âåðøèíàìè, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ íåãëàä-êîé îïòèìèçàöèè [1℄, ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ è àâòîìàòè÷åñêîé êëàññè�èêàöèè [2℄, âêîìïüþòåðíîé òîìîãðà�èè è ðàäèàöèîííîé òåðàïèè [3℄. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæå-íèé õàðàêòåðíû áîëüøèå ðàçìåðíîñòè èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà è áîëüøîå êîëè÷åñòâîâåðøèí ïîëèòîïà X , à ê àëãîðèòìàì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïðåäúÿâëÿþòñÿ æåñòêèåòðåáîâàíèÿ ïî âû÷èñëèòåëüíîé ý��åêòèâíîñòè è òî÷íîñòè. Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà ìîòè-âèðîâàëè ïîèñê íîâûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîåêöèè è ñïîñîáîâ åå ðåàëèçà-öèè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåñòàíäàðòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àðõèòåêòóð. Â ðàáîòå èññëåäî-âàíà âîçìîæíîñòü óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåé GPU(Graphi
s Pro
essing Unit). Ïðèìåíåíèå GPU äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíî-ñòè õîðîøî çàðåêîìåíäîâàëî ñåáÿ â òàêèõ îáëàñòÿõ êàê ìîëåêóëÿðíàÿ äèíàìèêà [4℄,ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíàÿ òîìîãðà�èÿ [5℄ è ò. ä. Â íàøåé çàäà÷å èñïîëüçîâàíèå GPU ïðèðåøåíèè çàäà÷ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé äî 10�11 ðàç.1. Ìåòîä ïîäõîäÿùèõ à��èííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîåêöèè íà÷àëà êîîðäèíàò íà âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê X â
n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì xy è íîðìîé ‖x‖ =√
xx. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè òî÷êè x∗ ∈ X òàêîé, ÷òî

‖x∗‖2 = min
x∈X

‖x‖2. (1)80



Ïðîåêöèÿ íà ïîëèòîï ñ ïîìîùüþ �ÏÓ 81Â äàííîé çàäà÷å ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïîëèòîïîì, ò. å. âûïóêëîéîáîëî÷êîé êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê X̂ ïðîñòðàíñòâà E:
X̂ = {x̂1, x̂2, . . . , x̂m} = {x̂i, i ∈ M},ãäå M = {1, 2, . . . , m} � èíäåêñíîå ìíîæåñòâî âåðøèí ïîëèòîïà X . Äëÿ ìíîæåñòâà

Z ⊂ X̂ ñ èíäåêñíûì ìíîæåñòâîì ind (Z) ⊂ M à��èííóþ (a� (Z)) è âûïóêëóþ (
o (Z))îáîëî÷êè îïðåäåëèì òðàäèöèîííûì îáðàçîì:a� (Z) = {x =
∑

x∈Z,i∈ind (Z)

λix̂
i,

∑

i∈ind (Z)

λi = 1}, (2)
o (X̂) = {x =
∑

x∈Z,i∈ind (Z)

λix̂
i,

∑

i∈ind (Z)

λi = 1, λi ≥ 0, i ∈ ind (Z)}. (3)Âûðàçèì ïîäõîäÿùèé ïîäñèìïëåêñ X êàê âûïóêëóþ îáîëî÷êó à��èííî íåçàâèñèìîãîíàáîðà òî÷åê SI = {x̂i, i ∈ I ⊂ M} òàêèõ, ÷òî
min

z∈a� {x̂i,i∈I}

‖z‖2 = min
z∈
o {x̂i,i∈I}

‖z‖2.Ïîäõîäÿùèì íóëü-ìåðíûì ñèìïëåêñîì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ëþáàÿ òî÷êà x̂i, i ∈ M.Ìåòîä ïîäõîäÿùèõ à��èííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ìíîæåñòâ Ik ⊂ M òàêèõ, ÷òî a� (x̂i, i ∈ Ik) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäõîäÿùåå à�-�èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî è ðàññòîÿíèå îò íóëÿ
rk = mina� {x̂i,i∈Ik}

‖x‖2äî ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò. Ìíîæåñòâà Ik è ñîîòâåòñòâåííî X̂k =
o {x̂i, i ∈ Ik} áóäåì íàçûâàòü áàçèñîì.Â ìåòîäå ïîäõîäÿùèõ à��èííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íà âõîä êàæäîé èòåðàöèè ïîäà-åòñÿ áàçèñ, ïîñòðîåííûé íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ. Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ èòåðàöèèàëãîðèòìà ñòðîèòñÿ íîâûé áàçèñ ñî ñòðîãî ìåíüøèì ðàññòîÿíèåì äî íà÷àëà êîîðäèíàò,÷åì ïðåäûäóùèé. Ñàìà èòåðàöèÿ ñîäåðæèò âíóòðåííèé öèêë, â êîòîðîì, âîçìîæíî,ïðîèñõîäèò óäàëåíèå ÷àñòè âåðøèí èç áàçèñà. Äëÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà n òðóäî-åìêîñòü èòåðàöèè âíóòðåííåãî öèêëà ñîñòàâëÿåò íå áîëåå O(n2) ïðè äîáàâëåíèè âåêòîðàâ áàçèñ è íå áîëåå O(κn2) ïðè óäàëåíèè âåðøèí èç áàçèñà, ãäå κ � êîëè÷åñòâî âåêòîðîââ ïîëó÷èâøåìñÿ áàçèñå.Îïèñàíèå àëãîðèòìà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëå k-éèòåðàöèè èìåþòñÿ áàçèñ Ik, ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ïîäõîäÿùèé ïîäñèìïëåêñ Sk è à�-�èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Hk = a� {Sk}. Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ îïèñûâàþò âûïîëíåíèå
k-é èòåðàöèè.Âíåøíèé öèêë àëãîðèòìà:1) påøàåì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòà ìèíèìàëüíîé íîðìû äëÿ à��èííîãî ïîä-ïðîñòðàíñòâà Hk

min
z∈Hk

‖z‖2 = ‖zk‖2; (4)



82 Å.À. Íóðìèíñêèé, Ï.Ë. Ïîçäíÿê2) åñëè xizk ≥ ‖zk‖2 äëÿ âñåõ i ∈ M \ Ik, òî zkzi ≥ ‖zk‖2 äëÿ âñåõ i ∈ M è zk �ðåøåíèå çàäà÷è (1), è ðàáîòà àëãîðèòìà íà ýòîì ïðåêðàùàåòñÿ;3) ïðè íåâûïîëíåíèè ï. 2 âûáèðàåì xi
H èç óñëîâèÿ

‖xi
Hz

k‖2 = min
xizk<‖zk‖2

‖xizk‖2,ãäå iH ∈ M\I. Îáðàçóåì íîâîå èíäåêñíîå ìíîæåñòâî Is = Ik ∪{iH}, ïîëàãàåì ws = zk è,çàíóëèâ ñ÷åò÷èê âíóòðåííèõ èòåðàöèé s = 0, âûïîëíÿåì ñëåäóþùèé âíóòðåííèé öèêë:à) îáðàçóåì à��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ĥk
s = {xi, i ∈ Is};b) ðåøàåì çàäà÷ó ïðîåêöèè íà à��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ĥk

s

min
z∈Hs

‖z‖2 = ‖zH‖2;
) åñëè zs ∈ X , òî ïîëàãàåì Hk+1 = Ĥk
s , Ik+1 = Is è âûõîäèì èç âíóòðåííåãî öèêëà.Èíà÷å ïîëàãàåì

uµ = µzs + (1− µ)ws,ãäå íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå µ òàêîå, ÷òî uµ ∈ X , ò. å.
µmax = max

uµ∈X
µ.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íàéäåííîå òàêèì îáðàçîì µmax ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ãðàíè ñèì-ïëåêñà Sk, ò. å.

uµmax = ws+1 =
∑

i∈Is

θix̂
i,

∑

i∈Is

θi = 1, θi > 0, i ∈ Is, H ⊆ Is.Ïîëîæèì, ÷òî ς � èíäåêñ âåêòîðà â èíäåêñíîì ïðîñòðàíñòâå Is, ñîîòâåòñòâóþùèé âû-áðàííîìó µmax. Óäàëèì ýòîò âåêòîð èç áàçèñà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåêîòîðûé ïîä-õîäÿùèé ïîäñèìïëåêñ S̃k = Sk\xς . Ïîñëå íàõîæäåíèÿ òàêîãî ïîäñèìïëåêñà ïîëàãàåì
Is+1 = Is\ς, Ĥk

s+1 = Ĥk
s \xς è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè âíóòðåííåãî öèêëà;d) çàâåðøèì âûïîëíåíèå èòåðàöèè âíóòðåííåãî öèêëà è âåðíåìñÿ ê åãî íà÷àëó;4) çàâåðøèì âûïîëíåíèå èòåðàöèè âíåøíåãî öèêëà è âåðíåìñÿ ê åãî íà÷àëó.Äàííûé àëãîðèòì íàõîäèò ðåøåíèå çàäà÷è ïðîåêöèè çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèéè äëÿ íåãî ïîêàçàíà ãëîáàëüíàÿ �ëó÷øå ÷åì ëèíåéíàÿ� ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè [6℄. Êàêâèäíî èç ïðèâåäåííîãî îïèñàíèÿ, áîëüøóþ äîëþ â àëãîðèòìå ñîñòàâëÿþò ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå îïåðàöèè, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåéäëÿ óñêîðåíèÿ åãî ðàáîòû íà çàäà÷àõ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé.1.1. Âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè GPUÂ ïîñëåäíåå âðåìÿ óâåëè÷åíèå ïàðàëëåëèçìà ñòàëî îñíîâíûì ìåõàíèçìîì ðîñòà ïðî-èçâîäèòåëüíîñòè ïðîöåññîðîâ. Òåõíîëîãèÿ ìíîãîÿäåðíîñòè ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïà-ðàëëåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, íå ïðèâëåêàÿ äîðîãîñòîÿùåãî ñïåöèàëèçè-ðîâàííîãî îáîðóäîâàíèÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåéäëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ñîâðåìåííûå ãðà�è÷åñêèå óñêîðèòå-ëè èìåþò âûñîêóþ ñòåïåíü �èçè÷åñêîãî ïàðàëëåëèçìà. Òàê, ãðà�è÷åñêèå óñêîðèòåëè



Ïðîåêöèÿ íà ïîëèòîï ñ ïîìîùüþ �ÏÓ 83NVIDIA (http://www.nvidia.
om) ñîäåðæàò îò 8 äî 240 ÿäåð íà îäíîì ÷èïå. Ýòî ïîçâî-ëÿåò ý��åêòèâíî ðåøàòü çàäà÷è ñ ïàðàëëåëèçìîì ïî äàííûì ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîìàðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïî îòíîøåíèþ ê êîëè÷åñòâó îáðàùåíèé ê ïàìÿòè.Ñ öåëüþ ðåàëèçàöèè âûñîêîóðîâíåâîãî äîñòóïà ê àïïàðàòíûì âîçìîæíîñòÿì GPUäëÿ ðàçðàáîò÷èêîâ íåãðà�è÷åñêèõ ïðèëîæåíèé êîìïàíèåé NVIDIA áûëà ñîçäàíà ïðîã-ðàììíî-àïïàðàòíàÿ àðõèòåêòóðà CUDA (Compute Uni�ed Devi
e Ar
hite
hure). Â ñîñòàâCUDA âõîäÿò API (Appli
ation Programming Interfa
e) äëÿ ðàáîòû ñ GPU, ñïåöèàëüíûéSDK (Software Development Kit) è êîìïèëÿòîð ÿçûêà C. Èñïîëüçîâàíèå ýòîé òåõíîëî-ãèè ïîçâîëÿåò ïèñàòü ìàñøòàáèðóåìûå ïàðàëëåëüíûå ïðîãðàììû, èñïîëüçóÿ ïðîñòîåðàñøèðåíèå ÿçûêà C, ïðè ýòîì íå ïîäñòðàèâàÿ êîä ïîä îñîáåííîñòè êîíêðåòíîé ìîäåëèGPU.Ñîãëàñíî èäåîëîãèè äàííîé àðõèòåêòóðû GPU èñïîëüçóåòñÿ êàê ñîïðîöåññîð ê ãëàâ-íîìó ïðîöåññîðó (CPU). Ïðîãðàììà íà CUDA ñîñòîèò èç îäíîãî èëè áîëåå ïîñëåäîâà-òåëüíûõ ïîòîêîâ, âûïîëíÿþùèõñÿ íà CPU, è îäíîãî èëè áîëåå ÿäåð (kernels), âûïîëíÿ-þùèõñÿ íà GPU. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòü ïðîãðàììû, îòëè÷àþùàÿñÿ ïàðàëëåëèçìîì ïîäàííûì, ìîæåò áûòü âûäåëåíà â îòäåëüíóþ ïðîöåäóðó, âûïîëíÿþùóþñÿ íà GPU.Äëÿ ïîääåðæêè CUDA íà àïïàðàòíîì óðîâíå NVIDIA áûëî ðàçðàáîòàíî ñåìåéñòâîïðîäóêòîâ GeFor
e, Quadro è Tesla, ïîñòðîåííûõ íà âû÷èñëèòåëüíîé àðõèòåêòóðå Fermi.Îñíîâîé ýòîé àðõèòåêòóðû ÿâëÿåòñÿ ìàññèâ ïðîöåññîðîâ, ðàçäåëåííûé íà ãðóïïû ìíî-ãîïîòî÷íûõ ìóëüòèïðîöåññîðîâ SM (Streaming Multipro
essors), êàæäûé èç êîòîðûõ âñâîþ î÷åðåäü ñîäåðæèò ïî âîñåìü ïîñëåäîâàòåëüíûõ SP (S
alar Pro
essor) ïðîöåññîðíûõÿäåð.Â îòëè÷èå îò ðàííèõ ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåé àðõèòåêòóðà Fermi ïðåäîñòàâëÿåòíàáîð èíñòðóêöèé, âîñïðèíèìàåìûõ SP-ÿäðîì, áëèçêèé ê òîìó íàáîðó, êîòîðûé ïðî-ãðàììèñò îæèäàåò îò ÿäðà îáû÷íîãî ïðîöåññîðà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîëíàÿ ïîääåðæêàöåëî÷èñëåííîé àðè�ìåòèêè è àðè�ìåòèêè ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé. Èñïîëüçóåìàÿ â íàøèõýêñïåðèìåíòàõ GeFor
e 280GTX ñîäåðæèò 240 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîöåññîðíûõ ÿäåð SP,ñãðóïïèðîâàííûõ â 30 ìóëüòèïðîöåññîðîâ SM.Êàæäîå ìíîãîïîòî÷íîå ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðîöåññîðíîå ÿäðî SP ìîæåò ïîääåðæè-âàòü äî 128 ïîòîêîâ, ïðè÷åì ñîçäàíèå ïîòîêà, ïëàíèðîâàíèå è ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâïðîèñõîäÿò ïîëíîñòüþ íà óñòðîéñòâå. Êàæäûé ïîòîê ïðîãðàììû íà CUDA îòîáðàæà-åòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà �èçè÷åñêèé ïîòîê, íàõîäÿùèéñÿ íà GPU. Òàêèì îáðàçîì, èñ-ïîëüçóåìûé GPU ïîääåðæèâàåò äî 30 720 ïàðàëëåëüíûõ ïîòîêîâ.Ìóëüòèïðîöåññîð SM ðàáîòàåò ñîãëàñíî ìîäåëè SIMD (Single Instru
tion, MultipleData), ò. å. âñå ïîòîêè ìóëüòèïðîöåññîðà âûïîëíÿþò îäíó è òó æå èíñòðóêöèþ. Îáìåíäàííûìè ìåæäó SP-ÿäðàìè ìóëüòèïðîöåññîðà ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïðè ïîìîùè âûñî-êîñêîðîñòíîé îáëàñòè ïàìÿòè (shared memory), îáúåì êîòîðîé äëÿ GF280 ñîñòàâëÿåò16 ÊÁ íà êàæäûé ìóëüòèïðîöåññîð. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ àíîíñèðóåìîé GF300ýòà öè�ðà óâåëè÷èòñÿ äî 64 ÊÁ. Äëÿ õðàíåíèÿ áîëüøèõ îáúåìîâ äàííûõ íà óñòðîéñòâåèìååòñÿ âñòðîåííàÿ (global) ïàìÿòü îáúåìîì 1 �Á è ñêîðîñòüþ äîñòóïà 140 �Á/ñ. Äëÿñðàâíåíèÿ � ñêîðîñòü äîñòóïà ê îïåðàòèâíîé ïàìÿòè äëÿ DDR3 ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà20 �Á/ñ (äëÿ ìîäóëåé PC3-19200). ×åðåç îáùóþ ïàìÿòü ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå îáìåíäàííûìè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìóëüòèïðîöåññîðàìè.Äëÿ ñðàâíèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïðèðîñòó ïðîèçâîäèòåëüíîñòè CPU/GPU áû-ëè èñïîëüçîâàíû ìàøèíà íà áàçå ïðîöåññîðà Intel Xeon E7330 ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé2.40 ��ö è ìíîãîïîòî÷íûå âåðñèè áèáëèîòåê BLAS-ATLAS è LAPACK-ATLAS.



84 Å.À. Íóðìèíñêèé, Ï.Ë. Ïîçäíÿê1.2. Îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîäõîäÿùèõ à��èííûõ ïîäïðîñòðàíñòâäëÿ ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåéÎñíîâíîé êîíöåïöèåé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîäõîäÿùèõ à��èííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿGPU ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îïåðàöèé íà ãðà�è÷åñêèé óñêîðèòåëü. Â àë-ãîðèòìå ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî øàãîâ, èñïîëüçóþùèõ òàêèå îïåðàöèè. Âî-ïåðâûõ,ýòî ïðîâåðêà îïòèìàëüíîñòè ïîñòðîåííîãî íà i-ì øàãå âíåøíåãî öèêëà àëãîðèòìà ïðè-áëèæåíèÿ zH , êîòîðàÿ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ x̂izH ≥ ‖zH‖2, i =
1, . . . , N . Ââåäÿ ìàòðèöó X , ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû x̂i, äàííîå óñëîâèåìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå zHX ≥ ‖zH‖2e, ãäå e = (1, . . . , 1). �åàëèçàöèÿ òàêîé ïðîâåðêèñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ ìàòðèöû íà âåêòîð è ïðèìåíåíèþ ê ïîëó÷åííîìó ðåçóëüòàòóâåêòîðíîé âåðñèè àëãîðèòìà ðåäóêöèè [7℄ äëÿ âûáîðà íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ýëåìåíòàìàññèâà â ïîëó÷åííîì âåêòîðå.Ñàìîé ðåñóðñîåìêîé â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå ÷àñòüþ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèÿíóëÿ íà áàçèñíîå ïîäïðîñòðàíñòâî HB, ïîëó÷àåìîå âî âíåøíåì öèêëå, ãäå

HB = {x =
∑

i∈B

µix
i,
∑

i∈B

µi = 1}è B ⊂ {1, 2, . . . , N} îïèñûâàåò íàáîð áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæå-ñòâà B îáîçíà÷èì ÷åðåç nb. Âû÷èñëåíèå áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò íîâîãî ïðèáëè-æåíèÿ â èìåþùåìñÿ áàçèñå XB = {x̂i, i ∈ B} ïðîâîäèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ nb ≤ n + 1 ïî�îðìóëå
µ = (XT

BXB)
−1e/eT (XT

BXB)
−1e; (5)äëÿ ñëó÷àÿ nb = n + 1 áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

XBµ = 0, eTµ = 0. (6)Ïîñëåäíåå âûçâàíî òåì, ÷òî ïðè ‖B‖ = n+1 ìàòðèöà AB = XT
BXB ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåí-íîé. Îñíîâíîé ïî òðóäîåìêîñòè îïåðàöèåé çäåñü ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå ìàòðèöû �ðàììà

XT
BXB. Èñõîäÿ èç îñîáåííîñòåé àëãîðèòìà äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé ïðîöåäóðû áûë âûáðàíàëãîðèòì áëî÷íîãî îáðàùåíèÿ [8, 9℄, â êîòîðîì äëÿ áëî÷íîé ìàòðèöû

A =

(

A11 A12

A21 A22

)ñ íåâûðîæäåííîé ïîäìàòðèöåé A11 è íåâûðîæäåííîé îáðàòíîé ìàòðèöåé D = A22 −
A21A

−1
11 A12 îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 âû÷èñëÿåòñÿ êàê

A−1 =

(

A−1
11 + A−1

11 A12D
−1A21A

−1
11 −A−1

11 A12D
−1

−D−1A21A
−1
11 D−1

)

. (7)Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû �ðàììà ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðà-çîì: íà k-ì øàãå àëãîðèòìà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óæå åñòü îáðàòíàÿ ëåâàÿ âåðõíÿÿ ïîä-ìàòðèöà ìàòðèöû �ðàììà Γ−1
k−1 ðàçìåðíîñòè (k − 1) × (k − 1). Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (7)ê ïîäìàòðèöå �ðàììà Γk, ïîëó÷èì îáðàòíóþ åé ìàòðèöó Γ−1

k , çàòåì ïåðåõîäèì ê øàãó
k + 1.Èñïîëüçîâàíèå áëî÷íîãî àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò ñíèçèòü çàòðàòû íà ïåðåñ÷åò îáðàò-íîé ìàòðèöû �ðàììà, ïîñêîëüêó ïðè äîáàâëåíèè íîâîãî âåêòîðà v â áàçèñ ê óæå ñó-ùåñòâóþùåé ìàòðèöå �ðàììà Γk äîáàâëÿþòñÿ ñïðàâà è ñíèçó ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðû
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τ = XT

b ·v è τT ñîîòâåòñòâåííî. Ýòîò àëãîðèòì òàêæå èñïîëüçóåò îïåðàöèè BLAS òðåòüå-ãî óðîâíÿ [10℄, ý��åêòèâíûå äëÿ èñïîëíåíèÿ íà GPU äëÿ ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.Â õîäå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ äàííîé ïîäçàäà-÷è ïðåäïî÷òèòåëüíî ïðèìåíÿòü ñìåøàííóþ ìîäåëü âû÷èñëåíèé CPU-GPU. Ïðè÷èíîéýòîãî ìîãóò áûòü îòíîñèòåëüíî íèçêàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü GPU íà çàäà÷àõ ìàëîé ðàç-ìåðíîñòè è áîëüøàÿ íà÷àëüíàÿ ëàòåíòíîñòü âû÷èñëåíèé (â ñðåäíåì 8 ìñ äëÿ GF280).Ïîýòîìó ïîêà ïîäïðîñòðàíñòâî H èìååò ðàçìåðíîñòü ìåíåå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà-÷åíèÿ âû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ ïîëíîñòüþ íà CPU. Òàê êàê îñíîâíîé îïåðàöèåé äëÿ ïîä-çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèè íóëÿ íà H ÿâëÿåòñÿ ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö, ïîðîãîâîåçíà÷åíèå ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà îöåíèâàåòñÿ äëÿ êîíêðåòíîé ñáîðêè èç ñîîáðà-æåíèé ïðèðîñòà ñêîðîñòè îïåðàöèè ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ è âðåìåíè, çàòðà÷èâàåìîãîíà êîïèðîâàíèå äàííûõ èç îïåðàòèâíîé ïàìÿòè íà ïàìÿòü óñòðîéñòâà. Äëÿ ðàññìàòðè-âàåìîé ñáîðêè ïðè ðàçìåðíîñòè âåêòîðà 105 ýòî ñîñòàâëÿåò 128 âåêòîðîâ.2. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà äâóõ òèïàõ òåñòîâûõ ìíîæåñòâ, ïîêàçàòåëü-íûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè íà àëãîðèòì.2.1. Òåñòèðîâàíèå íà öåíòðèðîâàííûõ ñèìïëåêñàõ2.1.1. Òåñò ÏÎËÍÛÉ-ÑÈÌÏËÅÊÑ-CÏåðâûé òèï òåñòîâûõ ìíîæåñòâ ïðåäñòàâëÿë ñîáîé (n−1)-ìåðíûå ñèìïëåêñû ñ öåíòðîìòÿæåñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïåðåâåäåííûå â n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñäâèãîì ïî n-éêîîðäèíàòå. Íèæå ïðèâîäèòñÿ êîä íà ÿçûêå ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ âû÷èñëåíèé o
tave(http://www.gnu.org/software/o
tave/), ðåàëèçóþùèé ãåíåðàöèþ òàêèõ ìíîæåñòâ:rand("seed", 12345);dim=1000, nve
=dim;eps=0.01;S=diag(100*rand(1,(dim-1) ));S=[S zeros(dim -1, 1)℄;
=sum(S,2)/dim;S -= 
 * ones(1,dim);S = [S ; eps*ones(1, dim)℄;Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äëÿ ïîñòðîåííûõ òàêèì îáðàçîì ñèìïëåêñîâ õàðàêòåðíî ïîñëåäî-âàòåëüíîå âêëþ÷åíèå âñåõ âåðøèí â áàçèñ. Ïîýòîìó â àëãîðèòìå ïðè ðåøåíèè çàäà÷(5) è (6) ý��åêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ áëî÷íîå îáðàùåíèå ìàòðèöû �ðàììà XTX , èñïîëü-çóþùåå ïîëó÷åííóþ íà ïðåäûäóùåì øàãå îáðàòíóþ ìàòðèöó ïðè äîáàâëåíèè íîâûõâåêòîðîâ â áàçèñ. Äëÿ äàííîãî òèïà òåñòîâûõ ìíîæåñòâ áûëè ïîñòàâëåíû äâå ñåðèè ÷èñ-ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïåðâàÿ ñåðèÿ ïðîâîäèëàñü äëÿ ìíîæåñòâ ðàçìåðíîñòè n×n, ãäå
n èçìåíÿëîñü îò 100 äî 6000. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü âðåìåíè íàõîæäåíèÿïðîåêöèè îò âåëè÷èíû n â ëîãàðè�ìè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ ïî îáåèì êîîðäèíàòíûì îñÿì.Âèäíà ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü âðåìåíè èñïîëíåíèÿ êàê CPU-, òàê è GPU-ðåàëèçàöèé ñîáùèìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíè nCPU = 1.96 (êðèâàÿ 1), nGPU = 1.25 (êðèâàÿ 2). Óëó÷øå-íèå ñõîäèìîñòè â GPU-ðåàëèçàöèè ìîæíî îáúÿñíèòü çàìåíîé ñêàëÿðíûõ âû÷èñëåíèé
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�èñ. 1. Öåíòðèðîâàííûå ñèìïëåêñû ñ èçìåíå-íèåì êîëè÷åñòâà âåêòîðîâ è ðàçìåðíîñòè ïðî-ñòðàíñòâà (òåñò ÏÎËÍÛÉ-ÑÈÌÏËÅÊÑ-Ñ) �èñ. 2. Öåíòðèðîâàííûå ñèìïëåêñû ñ �èê-ñèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì âåêòîðîâ è èç-ìåíåíèåì ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà (òåñòÏÎÄÑÈÌÏËÅÊÑ-Ñ)âåêòîðíûìè. Óìåíüøåíèå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè äëÿ GPU íà 0.71, à íå íà 1 ïðîèñõîäèò âñèëó òîãî, ÷òî �èçè÷åñêè íà ìóëüòèïðîöåññîðå â îäèí òàêò îáñ÷èòûâàåòñÿ íå âåñü âåê-òîð, à òîëüêî åãî ÷àñòü. Òàêæå âèäíî, ÷òî äëÿ çàäà÷ ðàçìåðíîñòè ìåíüøå 1000 × 1000áîëåå ý��åêòèâíîé ÿâëÿåòñÿ CPU-ðåàëèçàöèÿ. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü íåáîëüøîé óòè-ëèçàöèåé âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ GPU è åãî ëàòåíòíîñòüþ âû÷èñëåíèé.2.1.2. Òåñò ÏÎÄÑÈÌÏËÅÊÑ-CÂòîðàÿ ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâåäåíà äëÿ ìíîæåñòâ, ïîñòðîåííûõ ïî òîìóæå àëãîðèòìó, íî ñîäåðæàùèõ �èêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ 103 (ðèñ. 2). Èçìå-íÿëàñü òîëüêî ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ, êîòîðàÿ âàðüèðîâàëàñü îò 103 äî 105. Íà ýòîé ñå-ðèè òåñòîâ àëãîðèòì ïîêàçàë ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âðåìåíè íàõîæäåíèÿïðîåêöèè îò ðàçìåðíîñòè âåêòîðîâ. Íàèáîëüøèé ïðèðîñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, ñîñòàâ-ëÿþùèé ïðèìåðíî 9 ðàç, ïîëó÷åí äëÿ âåêòîðîâ ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïîðÿäêà 105,÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ïðåèìóùåñòâ GPU ñ ðîñòîì ðàç-ìåðíîñòè. Îáùèå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè äëÿ äàííîé ñåðèè àëãîðèòìîâ ñîñòàâëÿþò 1.4 äëÿGPU è 2 äëÿ CPU.2.2. Òåñòèðîâàíèå íà ñëó÷àéíîì ìíîæåñòâåÝòî ìíîæåñòâî òåñòîâ ñòðîèëîñü òàêèì îáðàçîì, ÷òî èñõîäíûé íàáîð äàííûõ ñîñòîÿëèç n âåêòîðîâ ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm), ïîñòðîåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ξi =







scale1 ·
(

ςi −
1

2

)

, åñëè i = 1, 2, . . . , n− 1,

scale2 · ςi + shift, åñëè i = n,ãäå ςi � íåçàâèñèìûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà [0, 1] ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, scale1,
scale2 � êîíñòàíòû ìàñøòàáèðîâàíèÿ, shift � êîíñòàíòà ñäâèãà. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðàáûëè ïðîâåäåíû òàêæå ìàñøòàáèðîâàíèå ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû ñ êîý��èöèåíòîì 10−3è äâå ñåðèè òåñòîâ � ñ èçìåíåíèåì ðàçìåðíîñòè è êîëè÷åñòâà âåêòîðîâ (ÏÎËÍÛÉ-ÑÈÌÏËÅÊÑ-Ñ) è ñ èçìåíåíèåì òîëüêî ðàçìåðíîñòè (ÏÎÄÑÈÌÏËÅÊÑ-Ñ) (ðèñ. 3).
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�èñ. 3. Ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûå ñèìïëåêñû ñ èçìåíåíèåì ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è êî-ëè÷åñòâà âåêòîðîâ � ÏÎËÍÛÉ-ÑÈÌÏËÅÊÑ-Ñ (à) è èçìåíåíèåì ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâàè �èêñèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì âåêòîðîâ � ÏÎÄÑÈÌÏËÅÊÑ-Ñ (á)Êîä äëÿ o
tave, îïèñûâàþùèé ãåíåðàöèþ ìíîæåñòâ, ïîêàçàí íèæå:rand("seed", 12345);s
ale = [100,0.1℄;shift = 500;S = rand(dim - 1, nve
);S = [s
ale(1) * (S - sum(S,2)/nve
 * ones(1, nve
));s
ale(2)*rand(1,nve
)+shift ℄;�àáîòà àëãîðèòìà íà ñãåíåðèðîâàííûõ òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâàõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðè-ñóòñòâèåì â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå òåñòîâ �àçû âûâåäåíèÿ âåêòîðîâ èç áàçèñà. Ïðèýòîì äëÿ ìàòðèöû �ðàììà, ïîëó÷èâøåéñÿ ïðè èçúÿòèè âåêòîðà èç áàçèñà, ñòàíîâèòñÿíåâîçìîæíûì ïðèìåíåíèå óñêîðåíèÿ îáðàùåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì áëî÷íîãî àëãîðèòìà.Íåñìîòðÿ íà ýòî, àëãîðèòì äåìîíñòðèðóåò õàðàêòåð ñõîäèìîñòè, ñõîæèé ñ ïðåäûäóùè-ìè èçìåðåíèÿìè. Ïîêàçàòåëü ñõîäèìîñòè äëÿ òåñòîâ ÏÎËÍÛÉ-ÑÈÌÏËÅÊÑ-Ñ ðàâåí
1.85 äëÿ GPU è 3.4 äëÿ CPU. Äëÿ òåñòîâ ÏÎÄÑÈÌÏËÅÊÑ-Ñ ýòîò ïàðàìåòð ñîñòàâëÿåò
1.87 äëÿ GPU è 3.14 äëÿ CPU.Çàêëþ÷åíèå�åçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåðæäàþò âîçìîæíîñòü ïðàê-òè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ GPU-ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîäõîäÿùèõ à��èííûõ ïîäïðîñòðàíñòâäëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîåêöèè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè (105). Îñíîâíîå îãðàíè÷åíèå íà ðàç-ìåðíîñòü çàäà÷è íàêëàäûâàåò êîëè÷åñòâî îïåðàòèâíîé ïàìÿòè íà ãðà�è÷åñêîì óñêîðè-òåëå, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ òåñòîâûõ çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ òðåáîâàëî èñ-ïîëüçîâàíèÿ âñåé ïàìÿòè ãðà�è÷åñêîãî óñêîðèòåëÿ, òî÷êà óâåëè÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòå-ïåíè â õàðàêòåðèñòèêå ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà òàê è íå áûëà äîñòèãíóòà. Ïðèìåíåíèåðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîäõîäÿùèõ à��èííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòå-ëåé íåý��åêòèâíî äëÿ çàäà÷ ïðîåêöèè ìàëûõ ðàçìåðîâ, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ íèçêîé óòè-ëèçàöèåé âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ GPU. Êàê ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòû, ïðåèìóùåñòâàâ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè íàä CPU-âåðñèåé íà÷èíàåòñÿ äëÿ çàäà÷ ñ ðàçìåðíîñòüþ áîëåå
1500× 1500.
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