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.karelia.ru, lit-79�mail.ruÏðåäëîæåí òåîðåòèêî-èãðîâîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíîãî ñïîñîáàðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè êîìïüþòåðà, ðàçáèòîé íà n áëîêîâ. Èí�îðìàöèÿ ïîñòóïàåòâ îäèí èç áëîêîâ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Êðèòåðèåì ý��åêòèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìèíè-ìèçàöèÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ðàñïðåäåëåíèé ïàìÿòè, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòüïðè ïîëíîì çàïîëíåíèè îäíîãî èç ó÷àñòêîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòåê, ðàñïðåäåëåíèå ïàìÿòè, êîîïåðàòèâíûå èãðû, n-ÿäðî.ÂâåäåíèåÍàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûìè â âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå è ïðîãðàììèðîâàíèè áàçî-âûìè ñòðóêòóðàìè äàííûõ ÿâëÿþòñÿ ñòåêè è î÷åðåäè. Äëÿ ðàáîòû ñ íèìè ïðèìåíÿþòðàçëè÷íûå ïðîãðàììíûå èëè àïïàðàòíûå ðåøåíèÿ. Â ðÿäå ðàáîò áûëè ïðåäëîæåíû ìà-òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è àëãîðèòìû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ýòèìè ñòðóêòóðàìè äàí-íûõ. Òàê, â [1℄ äàííûå ìîäåëèðóþòñÿ ïóàññîíîâñêèìè ïðîöåññàìè, â [2℄ â êà÷åñòâå ìàòå-ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðåäëîæåíû ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ïî öåëî÷èñëåííûì ðåøåòêàìâ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ý��åêòèâíîñòè â ýòèõ ìîäåëÿõ ðàññìàò-ðèâàåòñÿ ñðåäíåå âðåìÿ äî ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí òåîðåòèêî-èãðîâîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ îïòèìàëü-íîãî ñïîñîáà ðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè êîìïüþòåðà, ñîñòîÿùåé èç ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñ-ïîëîæåííûõ ñòåêîâ. Êðèòåðèåì ý��åêòèâíîñòè çäåñü ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ñðåäíåãî÷èñëà ðàñïðåäåëåíèé ïàìÿòè, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ïðè ïåðåïîëíåíèè îä-íîãî èç ó÷àñòêîâ.1. Îïòèìàëüíàÿ ñõåìà ðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòèÏàìÿòü ðàçìåðà M ðàçáèòà íà n ÷àñòåé. Äëèíû ðàçáèåíèé îáîçíà÷èì m1, m2, ..., mn,

m1+m2+ · · ·+mn = M � öåëûå ÷èñëà. Èí�îðìàöèÿ â êàæäûé áëîê ïîñòóïàåò ñëó÷àé-íûì îáðàçîì ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1, p2, . . . , pn (âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè èçâåñòíû).Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èí�îðìàöèÿ ïîñòóïàåò â âèäå ïîðöèé åäèíè÷íîé äëèíû è çàïîë-íåíèå êàæäîãî ó÷àñòêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ îäíîãî êîíöà. �àáîòà íà÷èíàåòñÿ ñ ïóñòîéñòðóêòóðû äàííûõ. Òåêóùèå äëèíû çàíÿòûõ ó÷àñòêîâ îáîçíà÷èì k1, k2, ..., kn. Òîãäà
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 10-01-00089-à) è Îòäåëåíèÿ ìàòå-ìàòè÷åñêèõ íàóê �ÀÍ. 48
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di = mi − ki � ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü i-ãî ó÷àñòêà. Ïðè ïåðåïîëíåíèè îäíîãî èç ó÷àñòêîâíåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ðàñïðåäåëåíèå ñâîáîäíîé ïàìÿòè. Êàêèì îáðàçîì ýòî ñäåëàòü,÷òîáû ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèé áûëî ìèíèìàëüíûì?Ïóñòü ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü ïðåäñòàâëåíà âåêòîðîì (d1, ..., dn), ãäå di ≥ 0, i = 1, n. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç T (d1, ..., dn) ñðåäíåå âðåìÿ äî ïåðâîãî ïåðåïîëíåíèÿ. Äàííûé êðèòåðèéóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

T (d1, ..., dn) = 1 +

n
∑

i=1

piT (d1, ..., di − 1, ..., dn) (1)ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì T (d1, ..., dn) = 0, åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i di = 0 [3℄. Òîãäà îïòè-ìàëüíûé àëãîðèòì ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü îïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî �óíêöèÿ T (d1, ..., dn) âû÷èñëåíà äëÿ âñåõ íàáîðîâ (d1, ..., dn). Â ýòîì ñëó÷àåïðè çàïîëíåíèè îäíîãî èç ó÷àñòêîâ, íàïðèìåð d1 = 0, ðàçäåëÿåì îñòàâøååñÿ ñâîáîäíîåïðîñòðàíñòâî D =
n
∑

i=1

di íà íîâûå ñåãìåíòû (d
′

1, ..., d
′

n
) òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå �óíêöèè

T (d
′

1, ..., d
′

n
) áûëî ìàêñèìàëüíûì. Ïðè òàêîé ñõåìå ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåå âðåìÿ äî ïå-ðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè êàæäûé ðàç áóäåò ìàêñèìàëüíûì, à ñðåäíåå ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèéìèíèìàëüíûì.Ýòî ìîæíî îñóùåñòâèòü äëÿ íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ ïàìÿòè, îäíàêî ïðè áîëüøèõ n èDñëîæíîñòü ïåðåáîðà ñòàíîâèòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé. Ôóíêöèÿ T âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå(1) ðåêóððåíòíûì îáðàçîì ÷åðåç ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íà ïðàêòèêåäàííûé àëãîðèòì èñïîëüçîâàòü íåâîçìîæíî.Âîçíèêàåò ïðîáëåìà ý��åêòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè. Íèæå âêà÷åñòâå òàêîé ïðîöåäóðû ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü n-ÿäðî êîîïåðàòèâíîé òåîðèèèãð.2. n-ßäðî â ðàñïðåäåëåíèè ïàìÿòè2.1. Àëãîðèòì n-ÿäðàÂ 1985 ã. Àóìàíí ñîâìåñòíî ñ Ìàøëåðîì ðàññìîòðåëè çàäà÷ó î áàíêðîòñòâå íà îñíîâåîäíîãî èç òåêñòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â Òàëìóäå. Â ñâîåé ðàáîòå îíè ïðåäëîæèëè òàê íà-çûâàåìóþ êîàëèöèîííóþ ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê óñòîé÷èâîìó ðåøåíèþ äàííîéçàäà÷è, à óñòîé÷èâîå ðåøåíèå â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ n-ÿäðîì ñîîòâåòñòâóþùåé èãðû[4, 5℄.Ñ�îðìèðóåì êîîïåðàòèâíóþ èãðó, ñâÿçàííóþ ñ çàäà÷åé ðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè. Ïîàíàëîãèè ñ çàäà÷åé î áàíêðîòñòâå îáúåì çàíÿòîé ïàìÿòè áóäåì ñ÷èòàòü òðåáîâàíèÿìè,à ñóììàðíóþ ñâîáîäíóþ ïàìÿòü � �ñîñòîÿíèåì�:

k1, k2, . . . , kn � ðàçìåðû çàïîëíåííûõ ó÷àñòêîâ � òðåáîâàíèÿ êàæäîãî èãðîêà;
k1 + k2 + ... + kn = K � ñóììàðíûå òðåáîâàíèÿ;
d1 + d2 + ... + dn = D � ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü � ñîñòîÿíèå.Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ äëÿ êàæäîé êîàëèöèè îïðåäåëèì òàê æå, êàê âçàäà÷å î áàíêðîòñòâå:
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
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50 Â.Â. Ìàçàëîâ, Ë.È. Òðóõèíàãäå a+ = max(a, 0). Òîãäà υ(N) = D � îáúåì ñâîáîäíîé ïàìÿòè, êîòîðûé íóæíî ïåðå-ðàñïðåäåëèòü ìåæäó n ó÷àñòêàìè.Äåëåæ, îáðàçóþùèé n-ÿäðî, îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè êîàëèöèîííîé ïðîöåäóðû [4℄.Óïîðÿäî÷èì ó÷àñòêè ïàìÿòè ïî âîçðàñòàíèþ çàíÿòîãî îáúåìà. Íà ïåðâîì øàãå èãðîêèîáúåäèíÿþòñÿ â äâå êîàëèöèè: {1} � ïåðâûé ó÷àñòîê ïàìÿòè è {2, . . . , n} � îñòàëüíûåó÷àñòêè. Åñëè n
k1
2

≤ D ≤ K − n
k1
2
, òî D äåëèòñÿ ìåæäó {1} è {2, . . . , n} ïî ïðèíöèïó�
ontested garment� (�îñïàðèâàåìûé ïðåäìåò îäåæäû�), ò. å. ñïîðíîå êîëè÷åñòâî ïàìÿòèäåëèòñÿ ïîðîâíó è êàæäûé èãðîê äîïîëíèòåëüíî ïîëó÷àåò åå êîëè÷åñòâî, óñòóïëåííîåäðóãèì. Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùèé äåëåæ:
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∑
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∑
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2
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+ �îáúåì ïàìÿòè, âûäåëåííûé îñòàëüíûì ó÷àñòêàì. Åñëè D ≤ n
k1
2
, òî ñâîáîäíàÿ ïàìÿòüäåëèòñÿ ïîðîâíó, åñëè D ≥ K − n

k1
2
, òî íàçíà÷àþòñÿ ðàâíûå ïîòåðè

x1 = k1 −
K −D

2
, x2 =

n
∑

i=2

ki −
K −D

2
.Íà âòîðîì øàãå êîàëèöèÿ {2, . . . , n} ðàçáèâàåòñÿ íà äâå: {2} è {3, . . . , n}, è ïîâòîðÿåòñÿâûøåîïèñàííàÿ ïðîöåäóðà äëÿ (n− 1) èãðîêà, è ò. ä.Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ó÷àñòêîâ ïðèìåíèòü äàííûé àëãîðèòì è ïîëó÷èòüäåëåæ äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Ïîýòîìó ìîäè�èöèðóåì åãî.2.2. Ìîäè�èöèðîâàííûé àëãîðèòìÏðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå ñâîáîäíîé ïàìÿòè. Ó÷àñòêè óïîðÿäî÷èì ïî óáûâàíèþ ñâî-áîäíîé ïàìÿòè. Åñëè d1 + d2 + ... + dn = D ≥

d1
2
n, òî êàæäîìó ó÷àñòêó i (i = 1, n)âûäåëÿåòñÿ ïîëîâèíà åãî ñâîáîäíîé ïàìÿòè, à âòîðàÿ ïîëîâèíà äåëèòñÿ ïîðîâíó ìåæäóó÷àñòêàìè ñ íîìåðàìè îò i+ 1 äî n. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
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+
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xn−1 =
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+
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2(n− 2)
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4
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d1

2(n− 1)
+
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.Òàê êàê dn = 0, òî xn−1 = xn =

1

2

n−1
∑

i=1

di
n− i

. Åñëè âûøåóêàçàííîå óñëîâèå íå âûïîëíÿåò-ñÿ, òî ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì ðàâíîãî äåëåíèÿ.Ïðåèìóùåñòâî ìîäè�èöèðîâàííîãî àëãîðèòìà â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòüäåëåæ â ÿâíîì âèäå äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ó÷àñòêîâ.2.3. Àëãîðèòì ðàâíîãî äåëåíèÿÑóììàðíàÿ ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü äåëèòñÿ íà n ðàâíûõ ÷àñòåé. Òîãäà êàæäîìó ó÷àñòêóâûäåëÿåòñÿ ïàìÿòü ðàçìåðà
xi =

n
∑

i=1

di

n
=

D

n
, i = 1, n.3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÄëÿ ñðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåííûõ àëãîðèòìîâ ïðîâåäåì äâà âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-òà. Â ïåðâîì èç íèõ áóäåì ìåíÿòü ðàçìåð ïàìÿòè ïðè ïîñòîÿííîì ÷èñëå ó÷àñòêîâ, âîâòîðîì � ÷èñëî ó÷àñòêîâ ïðè ïîñòîÿííîì ðàçìåðå ïàìÿòè. Â êàæäîì èç ýêñïåðèìåíòîâèñïîëüçóåì òðè íàáîðà âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

pi = 1/n,

pi = 1/2i, i = 1, n− 1, pn = 1−

n−1
∑

i=1

pi,

pi = 1/3i, i = 1, n− 1, pn = 1−
n−1
∑

i=1

pi.Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ðàçìåð ïàìÿòè Mìåíÿëñÿ îò 100 äî 200 ïðè ïîñòîÿííîì ÷èñëå ó÷àñòêîâ n = 4. Åñòåñòâåííî, äëÿ âñåõíàáîðîâ âåðîÿòíîñòåé ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèé ïîêàçûâàåò îïòèìàëüíûé àë-ãîðèòì. Äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíûõ âåðîÿòíîñòåé îñòàëüíûå àëãîðèòìû äàþò ïðèìåðíî îäèíà-êîâîå ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèé. Äëÿ âåðîÿòíîñòåé âèäà pi = 1/2i ïðåèìóùåñòâî ïîêàçûâàåòàëãîðèòì n-ÿäðà. Äëÿ âåðîÿòíîñòåé âèäà pi = 1/3i ðåçóëüòàòû ìîäè�èöèðîâàííîãî àë-ãîðèòìà è àëãîðèòìà ðàâíîãî äåëåíèÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâû, à àëãîðèòì n-ÿäðà äàåòõóäøèå ðåçóëüòàòû. Âìåñòå ñ òåì ñ ðîñòîì îáúåìà ïàìÿòè ðàçíèöà ìåæäó ÷èñëîì ðàñ-ïðåäåëåíèé óìåíüøàåòñÿ.Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîì ìåíÿëîñü ÷èñëî ó÷àñòêîâïðè ïîñòîÿííîì ðàçìåðå ïàìÿòè M = 10 000. Â ýòîì ñëó÷àå ñðàâíèâàëèñü òîëüêî äâààëãîðèòìà � ðàâíîãî äåëåíèÿ è ìîäè�èöèðîâàííûé, òàê êàê âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðèáîëüøîì ÷èñëå ó÷àñòêîâ (n > 4) îïòèìàëüíûé àëãîðèòì è àëãîðèòì n-ÿäðà ïðèìåíèòüñëîæíî. Èç äàííûõ òàáëèöû âèäíî, ÷òî äëÿ äâóõ íàáîðîâ âåðîÿòíîñòåé ñðåäíåå ÷èñëî
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�èñ. 1. Ñðåäíåå ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèé äëÿ íàáîðà âåðîÿòíîñòåé âèäà pi = 1/n (à), pi = 1/2i(á), pi = 1/3i (â); � � îïòèìàëüíûé àëãîðèòì, � � àëãîðèòì n-ÿäðà, N � ìîäè�èöèðîâàííûéàëãîðèòì, × � àëãîðèòì ðàâíîãî äåëåíèÿ



n-ßäðî è ðàñïðåäåëåíèå ïàìÿòè êîìïüþòåðà 53Ñðåäíåå ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèé ïàìÿòè äëÿ M = 10000Ñðåäíåå ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèé×èñëî Âåðîÿòíîñòüó÷àñòêîâ Àëãîðèòìðàâíîãî äåëåíèÿ Ìîäè�èöèðîâàííûéàëãîðèòì10 pi = 1/n 10.9247 11.4310
pi = 1/2i 37.5626 28.4988
pi = 1/3i 29.8461 25.909615 pi = 1/n 17.2411 17.5756
pi = 1/2i 56.6942 42.4482
pi = 1/3i 42.7845 36.317920 pi = 1/n 21.6191 21.9891
pi = 1/2i 74.8886 56.0917
pi = 1/3i 54.5431 46.1052ðàñïðåäåëåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäè�èöèðîâàííîãî àëãîðèòìà çíà÷èòåëüíî ìåíü-øå, ÷åì â ñëó÷àå àëãîðèòìà ðàâíîãî äåëåíèÿ, ïðè÷åì ñ ðîñòîì ÷èñëà ó÷àñòêîâ ðàçíîñòüìåæäó ÷èñëîì ðàñïðåäåëåíèé óâåëè÷èâàåòñÿ. Äëÿ ðàâíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðåèìóùåñòâîïîêàçûâàåò àëãîðèòì ðàâíîãî äåëåíèÿ, îäíàêî îòëè÷èÿ îò ìîäè�èöèðîâàííîãî àëãî-ðèòìà íåñóùåñòâåííûå.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè êîìïüþòåðà, ñîñòîÿùåé èç ïî-ñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåííûõ ñòåêîâ. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî-êàçàëè, ÷òî äëÿ ðÿäà íàáîðîâ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîñòóïëåíèÿ èí�îðìàöèèàëãîðèòì n-ÿäðà è ìîäè�èöèðîâàííûé àëãîðèòì äàþò ìåíüøåå ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèéïàìÿòè ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì ðàâíîãî äåëåíèÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ìàçàëîâ Â.Â., Òàìàêè Ì., Âèííè÷åíêî Ñ.Â. Îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàìÿ-òè êîìïüþòåðà äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêîâ // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 2008. � 9.C. 69�75.[2℄ Àêñåíîâà Å.À., Ñîêîëîâ À.Â. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ñòåêà-ìè // Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. 2007. Ò. 19, âûï. 1. C. 67�75.[3℄ Ìàçàëîâ Â.Â. Îá îäíîì ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåñòðàíè÷íîé ïàìÿòè //Ïðîãðàììèðîâàíèå. 1995. � 4. C. 183�185.[4℄ Aumann R., Mas
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