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Описана математическая 2.5D-модель для воспроизведения гидродинамических
процессов распространения примеси загрязняющих веществ в водоеме на примере
озера Камлупс (Британская Колумбия, Канада). В качестве индикатора загряз-
нения рассматривается показатель мутности воды. В негидростатической модели
учитывается почасовое изменение коротко- и длинноволновой радиации, потоков
скрытого и чувствительного тепла. Получено качественное соответствие результа-
тов моделирования данным натурных измерений. Показано влияние атмосферных
параметров на пространственно-временное распределение мутности воды в озере.
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Введение

В связи с резким увеличением в последние десятилетия антропогенной нагрузки на
окружающую среду, ведущей к загрязнению крупных озер, начинает возрастать роль
чистой пресной воды. По самым пессимистичным прогнозам [1], глобальный водный
кризис ожидается уже в 2025 г. Бо́льшая часть поверхностных пресных вод сосредото-
чена в озерах. Понимание природных механизмов озерной гидродинамики необходимо
для правильного выбора стратегии предотвращения загрязнения воды. Следовательно,
технологии прогнозирования и мониторинга качества воды станут весьма востребован-
ными в ближайшем будущем.

Современные математические модели гидродинамики глубокого водоема [2 – 7] вклю-
чают систему нелинейных уравнений в частных производных, представляющих собой
математическую запись законов сохранения. Однако в существующих моделях, как пра-
вило, не учитывается важнейший фактор формирования течений — реальная суточная
изменчивость потока тепла на поверхности озера, а задается постоянное среднемесяч-
ное значение солнечной радиации. Следует также заметить, что такие сезонные факто-
ры, как колебание расхода воды притока, изменение термического и гидрохимического
режима играют ключевую роль в формировании структуры течений и определяют ка-
чественные характеристики переноса загрязнения в районе впадения реки в озеро. По-
этому для более реалистичного воспроизведения конвективно-диффузионных процес-
сов методами математического моделирования необходимо задавать дополнительные
параметры на границе вычислительной области.

c○ ИВТ СО РАН, 2017

113



114 Б.О. Цыденов

Со стороны атмосферы теплообмен с водоемом происходит в основном в результате
взаимодействия таких факторов, как:

∙ радиационные процессы, включающие исходящую от Солнца коротковолновую
радиацию (длина волн от 0.1 до 4 мкм) и длинноволновую радиацию 𝐻𝑙𝑤, излу-
чаемую атмосферой и водной поверхностью (длина волн от 4 до 120 мкм);

∙ турбулентный перенос тепла, состоящий из потока скрытого тепла 𝐻𝐿, связанно-
го с испарением или конденсацией влаги, а также потока чувствительного тепла
𝐻𝑆, образующегося при перепаде температур между водой и приповерхностным
воздухом [8].

Следует заметить, что солнечная радиация, достигающая поверхности Земли, на
99% является коротковолновой, поэтому эти два названия часто отождествляются.

Для оценки качества воды удобно использовать показатель мутности, характеризу-
ющий зависимость прозрачности воды от наличия в ней мелкодисперсных взвешенных
примесей различного происхождения.

Целью работы является разработка численной модели для исследования процессов
загрязнения в пресном водоеме на основе распределения мутности воды с учетом су-
точной изменчивости параметров атмосферы.

1. Математическая модель и численный метод

1.1. Основные уравнения модели

Негидростатическая 2.5D-модель для воспроизведения динамики распространения за-
грязнения на основе пространственно-временного распределения мутности в водоеме,
которая учитывает эффект вращения Земли и записана в приближении Буссинеска,
включает в себя следующие уравнения:

∙ уравнение мутности воды
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∙ уравнения баланса солености в озере
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Здесь 𝑢, 𝑣 — горизонтальные компоненты скорости; 𝑤 — вертикальная компонента ско-
рости; Ω𝑥, Ω𝑦 и Ω𝑧 — компоненты вектора угловой скорости вращения Земли; 𝑔 —
ускорение свободного падения; 𝑐𝑝 — удельная теплоемкость; 𝑇 — температура; 𝑆 — со-
леность; 𝑝 — давление; 𝜌0 — плотность воды при стандартном атмосферном давлении,
температуре 𝑇𝐿 и солености 𝑆𝐿. Для учета влияния силы Кориолиса вдоль однородного
направления (𝑂𝑦) в модель включена вторая горизонтальная составляющая скорости
𝑣, которая может в некоторых областях доминировать над другими компонентами [2].

Поглощение коротковолновой радиации 𝐻𝑠𝑜𝑙 рассчитывается по закону Бугера—
Ламберта—Бэра:

𝐻𝑠𝑜𝑙 = 𝐻𝑆 𝑠𝑜𝑙,0 (1 − 𝑟𝑠) exp (−𝜖𝑎𝑏𝑠𝑑) ,

где 𝑟𝑠 ≈ 0.2 — коэффициент отражения воды; 𝜖𝑎𝑏𝑠 ≈ 0.3 м−1 — коэффициент поглощения
солнечной радиации в воде; 𝑑 = |𝐿𝑧 − 𝑧| — глубина, м. Приток солнечной радиации на
поверхность озера 𝐻𝑆 𝑠𝑜𝑙,0 определяется следующим соотношением [9]:

𝐻𝑆 𝑠𝑜𝑙,0 =

{︃
𝑆0 (𝑎𝑔 − 𝑎𝑤) cos 𝜁 [𝑎 (𝐶) + 𝑏 (𝐶) ln (cos 𝜁)] , cos(𝜁) > 0;

0, cos(𝜁) ≤ 0.
(8)

Здесь 𝑆0 = 1367 Вт/м2 — солнечная постоянная; 𝑎 (𝐶) и 𝑏 (𝐶) — эмпирические коэф-
фициенты, зависящие от степени покрытия небесного свода облачностью 𝐶 [10]; 𝜁 —
зенитный угол Солнца; эмпирические функции

𝑎𝑔 = 0.485 + 0.515
(︁

1.014 − 0.16/
√︀

cos 𝜁
)︁
,

𝑎𝑤 = 0.039 (𝑟𝑤/ cos 𝜁)0.3

представляют соответственно молекулярное рассеяние и поглощение перманентных га-
зов; 𝑟𝑤 — содержание водяного пара в атмосфере, кг/м2.

Для определения коэффициентов диффузии 𝐷𝑥, 𝐷𝑧, 𝐾𝑥, 𝐾𝑧 используется 𝑘–𝜔 двух-
параметрическая модель турбулентности Уилкокса [11], состоящая из уравнений для
кинетической энергии и частоты турбулентных пульсаций [12].

В качестве уравнения состояния выбрано уравнение Чена—Миллеро [13], связыва-
ющее плотность воды 𝜌 с температурой 𝑇 , соленостью 𝑆, давлением 𝑝 и справедливое
в диапазоне 0 ≤ 𝑇 ≤ 30 ∘C, 0 ≤ 𝑆 ≤ 0.6 г/кг, 0 ≤ 𝑝 ≤ 180 бар.

1.2. Начальные и граничные условия

Начальные условия для уравнений математической модели (2)–(7) задаются в виде

𝑢 = 0, 𝑣 = 0, 𝑤 = 0, Φ = Φ𝐿, 𝑇 = 𝑇𝐿, 𝑆 = 𝑆𝐿

при 𝑡 = 0, где Φ𝐿, 𝑇𝐿, 𝑆𝐿 — мутность, температура, соленость в озере соответственно;
𝑡 — время. Начальное поле давления определяется из решения уравнений состояния
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и гидростатики с граничным условием на поверхности 𝑝 = 𝑝𝑎 (𝑝𝑎 — атмосферное дав-
ление) методом Рунге—Кутты четвертого порядка точности. Уравнение гидростатики
выводится из уравнения (4) при 𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 0:

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −𝜌𝑔.

Граничные условия для уравнений (2)–(7) имеют вид
a) на свободной поверхности

𝐾𝑧
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𝜕𝑧
=

𝐻net

𝜌0𝑐𝑝
,

𝜕𝑆

𝜕𝑧
= 0.

Сдвиговое напряжение ветра на поверхности озера описывается законом

𝜏𝑢surf = 𝑐10𝜌𝑎

√︁
𝑢2
10 + 𝑣210 · 𝑢10, 𝜏 𝑣surf = 𝑐10𝜌𝑎

√︁
𝑢2
10 + 𝑣210 · 𝑣10,

где 𝜌𝑎 — плотность воздуха у поверхности воды; 𝑢10, 𝑣10 — составляющие скорости
ветра на высоте 10 м над поверхностью озера; 𝑐10 = 1.3 ·10−3. Тепловой поток 𝐻net

складывается из длинноволновой радиации 𝐻𝑙𝑤 и скрытого 𝐻𝐿 и чувствительного
𝐻𝑆 тепла:

𝐻net = 𝐻𝑙𝑤 + 𝐻𝐿 + 𝐻𝑆.

Параметризация компонентов тепловых потоков осуществляется по модели 3
из [14]:

∙ 𝐻𝑙𝑤 = 𝜖𝑤𝜖𝑎𝜎 (1 + 0.17𝐶2)𝑇 4
𝐴 − 𝜖𝑤𝜎𝑇

4, где 𝑇𝐴 — температура воздуха, K; 𝑇 —
температура воды, K; 𝜎 = 5.669 · 10−8 Вт/м2/K4 — коэффициент Стефа-
на—Больцмана; 𝜖𝑤 ≈ 0.96 — коэффициент излучения воды. Kоэффициент
излучения атмосферы рассчитывается по формуле

𝜖𝑎 = 𝐶𝜖𝑇
2
𝐴,

здесь 𝐶𝜖 = 9.37 · 10−6 ∘C−2 — излучательная способность воздуха;

∙ 𝐻𝐿 = 𝑓𝑢 (𝑒𝐴 − 𝑒𝑤) , 𝑓𝑢 = 6.9 + 0.345𝑈2
10, 𝑒𝑤 = 6.112 exp

(︃
17.67𝑇𝐶

𝐴

𝑇𝐶
𝐴 + 243.5

)︃
,

где 𝑒𝑤 — давление насыщенного водяного пара, ГПа; 𝑒𝐴 = 0.01𝑅𝐻 𝑒𝑤 — дав-
ление водяного пара в атмосфере, ГПа; 𝑅𝐻 — относительная влажность, %;
𝑓𝑢 — коэффициент массоотдачи, Вт/м2/ГПа; 𝑈10 =

√︀
𝑢2
10 + 𝑣210 — скорость

ветра, м/с; 𝑇𝐶
𝐴 — температура воздуха, ∘C;

∙ 𝐻𝑆 = 𝛽 𝑓𝑢 (𝑇𝐴 − 𝑇 ) , где 𝛽 = 0.62 ГПа/K;
б) на твердых границах (на дне)

𝑢 = 0, 𝑣 = 0, 𝑤 = 0,
𝜕Φ

𝜕𝑛
= 0, 𝐷𝑧

𝜕𝑇

𝜕𝑛
= −𝐻geo

𝜌0𝑐𝑝
,

𝜕𝑆

𝜕𝑛
= 0,

где 𝐻geo — геотермальное тепло; 𝑛 — направление внешней нормали к области;
𝑧0 = 0.05 м;

в) на границе втекания реки (на левой границе)

𝑢 = 𝑢𝑅, 𝑣 = 0, 𝑤 = 0, Φ = Φ𝑅, 𝑇 = 𝑇𝑅, 𝑆 = 𝑆𝑅,

где 𝑢𝑅 — скорость речного притока; Φ𝑅, 𝑇𝑅, 𝑆𝑅 — мутность, температура, соле-
ность реки соответственно;
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г) на открытой границе задаются условия радиационного типа [15]

𝜕𝜑

𝜕𝑡
+ 𝑐𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑥
= 0, 𝜑 = 𝑢, 𝑣, Φ, 𝑇, 𝑆,

и простые градиентные условия
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0.

1.3. Численный метод решения уравнений модели

Решение задачи основано на методе конечного объема, согласно которому скалярные
величины (мутность, температура, минерализация воды) определяются в центре сеточ-
ной ячейки, а компоненты вектора скорости — в средних точках на границах ячеек.
В целях приближения расчетной области к прибрежному профилю озера применяется
метод блокировки фиктивных областей [16]: приравниваются нулю компоненты скорос-
ти в выключенной зоне за счет использования в ней больших значений коэффициентов
вязкости.

Численный алгоритм нахождения поля течения и температуры опирается на раз-
ностную схему Кранка — Николсон. Конвективные слагаемые в уравнениях аппрокси-
мируются по противопотоковой схеме QUICK [17] второго порядка. Для согласования
рассчитываемых полей скорости и давления разработана процедура SIMPLED (Semi-
Implicit Method for Pressure Linked Equations with Density correction) для течений с пла-
вучестью [18], представляющая собой модификацию метода SIMPLE Патанкара [16].
Алгоритм SIMPLED корректирует поля скорости и давления с учетом вариации плот-
ности в гравитационном члене уравнения количества движения для вертикальной со-
ставляющей. Системы разностных уравнений на каждом шаге по времени решаются
методом релаксации. Результаты тестирования численного алгоритма на примере квад-
ратной каверны представлены в [19].

2. Результаты и обсуждение

В качестве исследуемой области выбрано вертикальное сечение озера Камлупс [20],
соответствующее направлению впадения реки Томпсон. Озеро Камлупс находится на
юго-западе Канады (провинция Британская Колумбия) в 340 км северо-восточнее Ван-
кувера и расположено между 50∘26′ – 50∘45′ с.ш. и 120∘03′ – 120∘32′ з.д. по течению реки
Томпсон, имеет вытянутую форму (рис. 1, а). Расчетная область имеет протяженность
10 км и глубину 138 м (рис. 1, б), начало системы координат совпадает с устьем реки
(рис. 1, а). Глубина участка на границе раздела река–озеро составляет 15 м.

В вычислительном эксперименте начальное распределение температуры в озере Кам-
лупс имеет постоянное значение, равное 2.4 ∘C, в то время как температура воды в реке
соответствует 3.6 ∘C и нагревается на 0.2 ∘C в сутки [2]. Река Томпсон впадает в озеро
со скоростью 0.01 м/с, минерализация воды в озере и реке равна 0.1 г/кг. Начальное
значение мутности озерной воды составляет 2.0 JTU, изменение мутности в устье реки
представлено на рис. 2. [20]. Расчетная область (рис. 1, б) покрывается равномерной
ортогональной сеткой с шагами ℎ𝑥 = 25 м и ℎ𝑧 = 3 м. Шаг по времени 60 с.

В качестве атмосферных данных выступает информация о температуре воздуха, от-
носительной влажности, атмосферном давлении, облачности из архива погодных усло-
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а

б

Рис. 1. Морфометрия оз. Камлупс: а — батиметрия, б — расчетная область (продольное сече-
ние)

Рис. 2. Мутность воды в устье р. Томпсон с 01.04.1975 по 10.05.1975 г. [20]

вий метеостанции г. Камлупс в период с 01.04.2015 по 10.05.2015 г.1. На основе этих
сведений рассчитаны значения коротко- и длинноволновой радиации, потоков скрыто-
го и чувствительного тепла (рис. 3). В вычислительном эксперименте значения 𝜏𝑢surf
и 𝜏 𝑣surf приняты равными нулю.

Пространственно-временное распределение мутности воды в озере Камлупс (рис. 4)
показывает, что в начальной стадии моделирования примесь, поступающая из реки
Томпсон, распространяется в глубоководную часть озера за счет возникающего под
действием силы тяжести вдольсклонового течения (рис. 4, а). Затем по мере усиле-
ния темпов теплонакопления и прогрева речного притока менее плотная водная масса
распространяется по поверхности озера, что способствует концентрации максимальных

1http://climate.weather.gc.ca
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Рис. 3. Компоненты тепловых потоков, рассчитанные на основе атмосферных данных метео-
рологической станции г. Камлупс в период с 01.04.2015 по 10.05.2015 г. (местное стандартное
время)

а

б

Рис. 4. Распределение мутности воды (JTU) в оз. Камлупс на 5-е (а) и 35-е (б) сутки модели-
рования (устье р. Томпсон слева)

значений мутности в верхних слоях водоема (рис. 4, б). Полученные результаты чис-
ленного эксперимента (рис. 4) качественно соответствуют измеренному в апреле 1975 г.
распределению мутности воды в районе впадения реки Томпсон в озеро Камлупс [20]
(рис. 5).

Для определения влияния приходящего на водное зеркало переменного теплового
излучения, наряду с базовым (далее эксперимент 1), проведен дополнительный расчет
с постоянным потоком 127 Вт/м2 (далее эксперимент 2), соответствующим осредненно-
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му значению в период с 01.04.2015 по 10.05.2015 г. Результаты динамической картины
вертикального распределения мутности (рис. 6) демонстрируют, что переменный теп-
ловой поток по сравнению с постоянным дает эффект замедления распространения за-

Рис. 5. Распределение мутности воды (JTU) в оз. Камлупс 1 апреля 1975 г. [20] (устье р. Томп-
сон справа)

Рис. 6. Хроноизоплеты распределения мутности воды (JTU) в оз. Камлупс при 𝑥 = 2500 м с
постоянным (а) (127 Вт/м2) и переменным (б) потоками тепла
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а б

Рис. 7. Хроноизоплеты распределения мутности воды (JTU) при 𝑥 = 2500 м с переменным
потоком тепла на расчетной сетке с шагами ℎ𝑥 = 25м, ℎ𝑧 = 3м (а) и ℎ𝑥 = 12.5м, ℎ𝑧 = 1.5м (б)

грязняющих веществ на поверхности озера: если в эксперименте 2 речная водная масса
с мутностью 2.5 JTU достигает расстояния 2500 м от устья реки Томпсон на шестые
сутки (рис. 6, а), то в эксперименте 1 — на седьмые сутки (рис. 6, б). Причиной этого
служат низкие значения суммарной тепловой энергии в ночное время, которые приво-
дят к уменьшению скорости поверхностного течения [14]. Однако при учете почасового
изменения атмосферных параметров примеси загрязняющих веществ быстрее достига-
ют придонной области: в эксперименте 1 водная масса с мутностью 4 JTU приходит на
10–11-е сутки (рис. 6, б), в то время как в эксперименте 2 — только на 17–18-е сутки
(рис. 6, а). Расчеты на более подробной сетке с шагами ℎ𝑥 = 12.5 м и ℎ𝑧 = 1.5 м (с пе-
ременным потоком тепла) не выявили существенных различий результатов (рис. 7).

Задержка в распространении примеси (см. рис. 6) связана, вероятнее всего, не столь-
ко с амплитудой колебаний теплового потока (летом амплитуда может быть существен-
но выше благодаря солнечной радиации), сколько с сезонными особенностями значений
теплового потока: в весенний период в ночное время происходит выхолаживание вод-
ной поверхности, приводящее к увеличению плотности воды, что замедляет скорость
течения водных масс и может инициировать локальные опускания вод при температуре
максимальной плотности (4 ∘C).

Заключение

Разработана математическая 2.5D-модель для воспроизведения динамической картины
распространения примеси загрязняющих веществ в пресном озере на основе распре-
деления мутности воды. Проведена апробация модели на примере канадского озера
Камлупс. Результаты расчетов продемонстрировали, что на начальном этапе модели-
рования загрязнение, поступающее вместе со стоком реки Томпсон, распространяется в
глубинную область озера, а затем, когда происходит интенсивный прогрев вод притока
и поверхности водоема, концентрация максимальных значений мутности наблюдается
в верхних слоях озера.

Анализ влияния почасовой вариации метеорологических параметров на динамику
распределения загрязняющих веществ показал, что переменный тепловой поток, в от-
личие от постоянного, дает эффект более медленного распространения примесей в по-
верхностных слоях и более быстрого продвижения в глубоководную часть озера.
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basis of water turbidity distribution

Tsydenov, Bair O.

Tomsk State University, Tomsk, 634050, Russia

Corresponding author: Tsydenov, Bair O., e-mail: tsydenov@math.tsu.ru

A mathematical 2.5D model for simulating the hydrodynamic processes of pollutant
propagation on an example of Kamloops Lake (British Columbia, Canada) is presented.
Water turbidity is considered as an indicator of pollution. The non-hydrostatic model
includes the continuity, momentum, energy, salinity, and turbidity equations and takes
into account the diurnal variability of the fluxes of shortwave and longwave radiation
and latent and sensible heat.

Turbulence closure of the system is performed with a two-parameter 𝑘 –𝜔 Wilcox-
type model and algebraic relations for the coefficients of turbulent diffusion. The convec-
tion-diffusion equations are solved by a finite volume method to satisfy the integral
conservation laws. The numerical algorithm for finding the flow and temperature fields
is based on a Crank-Nicholson difference scheme. The convective terms in the equations
are approximated with a second-order upstream scheme, QUICK. The systems of grid
equations at each time step are solved by an under-relaxation method.

Numerical modelling has demonstrated that the river water with high values of
turbidity first moves along the slope to the deeper parts, then spreads over the lake
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surface. The results of simulation have shown qualitative agreement with in-situ me-
asurement described by John et al. (1976). It was also found that the variable heat flux
affects the space-time distribution of turbidity.

Keywords: lake modelling, numerical simulation, water bodies contamination, water
turbidity, Kamloops Lake.
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