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Предложен метод использования симметрий высших порядков и инвapиaнтных
мнoгоoбpaзий для поиска совместного численного решения уравнений с частными
производными. Необходимость применения такого подхода обусловлена невозмож-
ностью нахождения общего решения подобных уравнений в большинстве случаев.
Рассмотрены примеры использования предложенного подхода к уравнениям Кор-
тевега — де Фриза, sin-Гордон и sh-Гордон с графиками решений.
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Введение

Как известно, для интегрирования уравнений с частными производными первого по-
рядка Шарпи, Лагранж, а затем Якоби использовали дополнительные соотношения [1].
Во второй половине прошлого века Н.Н. Яненко предложил применять дифференци-
альные связи для нахождения решений уравнений математической физики. Его учени-
ками и последователями получены многочисленные решения ряда моделей механики
сплошной среды [2]. Следует отметить, что одна из серьезных проблем данного под-
хода заключается в нахождении дифференциальных связей, совместных с исходными
уравнениями.

С другой стороны, в последние десятилетия найдены нелинейные уравнения с част-
ными производными, обладающие высшими симметриями [4,5]. В свою очередь, высшие
симметрии порождают дифференциальные связи. Однако их применение для постро-
ения решений наталкивается на значительные трудности. Дело в том, что необходи-
мо интегрировать дифференциальные уравнения не ниже второго порядка. Например,
в случае уравнения Кортевега—де Фриза нужно интегрировать дифференциальные
уравнения пятого порядка или выше. В работах Матвеева, Новикова, Дубровина, Кри-
чевера [6–8] и их последователей для интегрирования подобных уравнений применялся
метод конечнозонного интегрирования.

В работе [9] предложен метод редукции уравнений в частных производных с до-
полнительными дифференциальными связями к системам обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Полученные системы обыкновенных дифференциальных уравнений
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можно решать стандартными численными методами типа Рунге—Кутты. В данной ра-
боте метод редукции применяется для решений уравнения Кортевега—де Фриза, урав-
нений sin-Гордон и sh-Гордон.

1. Инвариантные многообразия уравнений

Для простоты изложения опишем метод редукции для случая одного уравнения с двумя
неизвестными переменными. Более общая ситуация описана в [10].

Пусть задано эволюционное уравнение

𝐸 ≡ 𝑢𝑡 + 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢1, ..., 𝑢𝑛) = 0, (1)

где 𝑢𝑖 = 𝜕𝑖𝑢/𝜕𝑥𝑖. Задано также обыкновенное дифференциальное уравнение

ℎ ≡ 𝑢𝑚 +𝐺(𝑥, 𝑢, 𝑢1, ..., 𝑢𝑚−1) = 0. (2)

Геометрически уравнения (1) и (2) задают многообразия в пространстве джетов [5].
Всюду в дальнейшем эти многообразия считаются бесконечно дифференцируемыми.

Определение. Многообразие (2) называется инвариантным относительно урав-
нения (1), если соотношение

𝐷𝑡ℎ = 0 (3)

выполняется в силу уравнений (1), (2) и их дифференциальных следствий по пере-
менной 𝑥.

В формуле (3) 𝐷𝑡 — оператор полного дифференцирования по 𝑡, а под дифферен-
циальными следствиями по 𝑥 уравнений (1), (2) понимаются выражения 𝐷𝑘

𝑥𝐸 = 0,
𝐷𝑘

𝑥ℎ = 0, 𝑘 ≥ 1. Здесь 𝐷𝑥 — оператор полного дифференцирования по 𝑥.
В [9] доказано следующее утверждение.
Лемма. Пусть многообразия (2) являются инвариантными относительно уравне-

ния (1). Тогда в некоторой окрестности точки (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝑅2 существует единственное
гладкое решение системы (1), (2), удовлетворяющее начальным данным

𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗
(𝑡0, 𝑥0) = 𝑐𝑗,

где 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚− 1; 𝑐𝑗 — произвольные константы.
В качестве первого приложения этой леммы рассмотрим уравнение Кортевега—

де Фриза
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥. (4)

Как известно [4], это уравнение допускает бесконечное число операторов симметрий

𝑋𝑖 = 𝑓𝑖
𝜕

𝜕𝑢
+
∑︁
𝑘≥1

𝐷𝑘
𝑥𝑓𝑖, 𝑖 ≥ 1.

Выпишем некоторые функции 𝑓𝑖:

𝑓1 = 𝑢1, 𝑓2 = 𝑢3 + 𝑢𝑢1, 𝑓5 = 𝑢5 +
5

3
𝑢𝑢3 +

10

3
𝑢1𝑢2 +

5

6
𝑢2𝑢1.
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Простейшим нетривиальным решением уравнения Кортевега—де Фриза (4) явля-
ется солитон, который задается формулами

𝑢 = 12
𝜕2

𝜕𝑥2
ln𝐹, 𝐹 = 1 + 𝑐𝑒𝑘𝑥+𝑘3𝑡,

где 𝑐, 𝑘 — произвольные константы [11]. Несложно проверить, что эта функция 𝑢 при
𝑐 = 1 удовлетворяет уравнению второго порядка

𝑢𝑥𝑥 +
𝑢2

2
− 𝑘2𝑢 = 0.

Левая часть последнего уравнения делит дифференциальный многочлен ℎ = 𝑓5− 𝑓1
в том смысле, что

ℎ = 𝐷3
𝑥𝑔 +

(︃
2𝑢

3
+ 𝑘2

)︃
𝐷𝑥𝑔 +

𝑢𝑥

3
𝑔.

Мы полагаем 𝑘 = 1 и приравниваем ℎ к нулю. В результате получаем дифференциаль-
ную связь пятого порядка

𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 +
5

3
𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 +

10

3
𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 +

5

6
𝑢2𝑢𝑥 − 𝑢𝑥 = 0. (5)

Введем новые функции

𝑤1 = 𝑢𝑥, 𝑤2 = 𝑢𝑥𝑥, 𝑤3 = 𝑢𝑥𝑥𝑥, 𝑤4 = 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥.

Тогда из уравнения (5) получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений
по 𝑥:

𝑢𝑥 = 𝑤1, 𝑤1𝑥 = 𝑤2, 𝑤2𝑥 = 𝑤3, 𝑤3𝑥 = 𝑤4,

𝑤4𝑥 = −
5

3
𝑢𝑤2 −

10

3
𝑤1𝑤2 −

5

6
𝑢2𝑤 + 𝑤1. (6)

Дифференцируя по 𝑥 уравнения (4) и используя (6), получаем систему обыкновенных
дифференциальных уравнений по 𝑡:

𝑢𝑡 = 𝑤3 + 𝑢𝑤1, 𝑤1𝑡 = 𝑤4 + 𝑢𝑤2 + 𝑤2
1, 𝑤2𝑡 =

16𝑢𝑤3 + 38𝑤1𝑤2 + 5𝑢2𝑤1

6
,

𝑤3𝑡 =
54𝑤1𝑤3 + 16𝑢𝑤4 + 38𝑤2

2 + 10𝑢𝑤2
1 + 5𝑢2𝑤2

6
,

𝑤4𝑡 =
390𝑤2𝑤3 + 210𝑤1𝑤4 + 80𝑢2𝑤3 + 160𝑤1𝑤2𝑢+ 40𝑢3𝑤1 + 30𝑤3

1

18
+

+
90𝑢𝑤2𝑤1 + 15𝑢2𝑤3

18
. (7)

Согласно лемме, можем задать пять начальных значений. Поскольку 𝑡 и 𝑥 не входят
явным образом в (6), (1), не ограничивая общности, полагаем 𝑡0 = 𝑥0 = 0. Мы хотим
вычислить решения, “близкие” к солитону, поэтому берем начальные данные, близкие
к начальным данным, полученным из солитонного решения.

Полагая 𝑢(0) = 3.1, 𝑤1(0) = 0, 𝑤2(0) = −3/2, 𝑤3(0) = 0, 𝑤4(0) = 3 и решая методом
Рунге—Кутты систему (6), находим функции 𝑢,𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4 при 𝑡 = 0, зависящие
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от 𝑥. Затем многократно решаем систему (1), задавая в качестве начальных данных
найденные значения функций 𝑢,𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4 в прямоугольнике −10 ≤ 𝑡 ≤ 10,−10 ≤
𝑥 ≤ 10. График решения представлен на рис. 1.

Теперь покажем, как описанный подход применяется к уравнениям неэволюционно-
го типа. Рассмотрим уравнение sin-Гордон

𝑢𝑡𝑥 = sin(𝑢) (8)

и допускаемые операторы симметрий [4]

𝑋𝑖 = 𝑓𝑖𝜕𝑢 +
∑︁

𝑘1+𝑘2≥1

𝐷𝑘1
𝑡 𝐷𝑘2

𝑥 𝑓𝑖
𝜕

𝜕𝑢(𝑘1,𝑘2)

,

где 𝑓1 = 𝑢𝑥, 𝑓2 = 𝑢𝑥𝑥𝑥 +
1

2
𝑢3
𝑥, 𝑢(𝑘1,𝑘2) =

𝜕𝑘1+𝑘2𝑢

𝜕𝑡𝑘1𝜕𝑥𝑘2
. Этим операторам сопоставляется

обыкновенное дифференциальное уравнение третьего порядка

𝑢𝑥𝑥𝑥 +
1

2
𝑢2
𝑥 + 𝑐𝑢𝑥 = 0, 𝑐 ∈ 𝑅. (9)

Вычисляя производную 𝑢𝑡𝑥𝑥𝑥 согласно уравнению (8) и уравнению (9), а затем при-
равнивая полученные выражения, запишем уравнение второго порядка

𝑢𝑥𝑥 +
𝑢2
𝑥 + 2𝑐

2
tg(𝑢) = 0. (10)

Вычисляем производную 𝑢𝑡𝑥𝑥 с помощью уравнений (8), (10) и затем, сравнивая, при-
ходим к уравнению первого порядка

𝑢𝑡 +
2𝑢𝑥 cos(𝑢)

𝑢2
𝑥 + 2𝑐

= 0. (11)

Рис. 1
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Несложно проверить, что (11) является инвариантным многообразием уравнения (9),
а уравнение sin-Гордон — дифференциальным следствием уравнений (10), (11).

Значит, любое решение системы уравнений (10), (11) является решением уравнения
sin-Гордон. Вводим новую функцию 𝑤 = 𝑢𝑥. Тогда, действуя описанным ранее способом,
получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений

𝑢𝑥 = 𝑤, 𝑤𝑥 = −
𝑤2 + 2𝑐

2
tg(𝑢), (12)

𝑢𝑡 = −2
𝑤 cos(𝑢)

𝑤2 + 2𝑐
, 𝑤𝑡 = sin(𝑢). (13)

Будем считать, что 𝑐 = −1 и зададим следующие начальные данные при 𝑡 = 0, 𝑥 = 0:

𝑢 = 0.5, 𝑤 = 0.1.

Решая сначала систему (12), а затем систему (13), находим решение, приведенное
на рис. 2. Можно показать, что график решения представляет собой линейчатую по-
верхность, направляющая кривая которой является периодической.

Третий пример не связан с симметриями. Как показано в [10], нелинейное уравнение
теплопроводности

𝑢𝑡 =
𝑢𝑥𝑥

𝑢
(14)

обладает инвариантным многообразием

𝑢𝑥𝑥𝑥 − 2
𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥

𝑢
− 𝑐1 − 𝑐2𝑢

4 = 0, (15)

где 𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝑅.
Оказывается, решения этой системы являются решениями гиперболического урав-

нения второго порядка. Действительно, дифференцируя уравнение (14) по 𝑥, получаем
соотношение

𝑢𝑡𝑥 =
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢− 𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥

𝑢2
. (16)

Рис. 2
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Подставляя производную 𝑢𝑥𝑥𝑥 из (15) в (16), получаем

𝑢𝑡𝑥 =
𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑐1𝑢+ 𝑐2𝑢

5

𝑢2
. (17)

Выражая 𝑢𝑥𝑥 из уравнения (14) и подставляя в (17), приходим к уравнению

𝑢𝑡𝑥 =
𝑢𝑥𝑢𝑡 + 𝑐1 + 𝑐2𝑢

4

𝑢
.

Далее вводим новую функцию 𝑣 = ln(𝑢). Тогда последнее уравнение принимает вид

𝑣𝑡𝑥 = 𝑐2𝑒
2𝑣 + 𝑐1𝑒

−2𝑣.

При 𝑐2 = 1/2, 𝑐1 = −1/2 получается уравнение sin-Гордон. Теперь построим решения
системы (14), (15). Для этого введем две новые функции 𝑤1 = 𝑢𝑥, 𝑤2 = 𝑢𝑥𝑥. Тогда
уравнение (15) записывается в виде системы

𝑢𝑥 = 𝑤1, 𝑤1𝑥 = 𝑤2, 𝑤2𝑥 =
2𝑤1𝑤2

𝑢
+ 𝑐1 + 𝑐2𝑢

4.

Дифференцируя уравнение (14), несложно получить систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

𝑢𝑡 =
𝑤2

𝑢
, 𝑤1𝑡 = −

𝑐1𝑢
5 + 𝑐2𝑢− 𝑤1𝑤2

𝑢2
, 𝑤2𝑡 = −

4𝑐1𝑢
4𝑤1 − 𝑤2

2

𝑢2
.

В результате численного интегрирования получаем решение, уходящее на бесконеч-
ность при

𝑐1 =
1

2
, 𝑐2 = −

1

2
, 𝑢|𝑡=𝑥=0 = 0.5, 𝑤1|𝑡=𝑥=0 = 0.01, 𝑤2|𝑡=𝑥=0 = −0.001.

Таким образом, представленный метод может быть использован для построения ре-
шений нелинейных уравнений математической физики, включая задачи гидродинамики
свободных турбулентных течений. Основные трудности метода состоят в нахождении
дифференциальных связей и выборе подходящих начальных данных. Для нахождения
связей можно использовать линейные определяющие уравнения, описанные в моногра-
фии [10].

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 17-
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In our article we develop an approach for constructing particular solutions of dif-
ferential equations. This approach is based on the use of higher symmetries allowed
by partial differential equations and the method of differential constraints proposed by
N.N. Yanenko.
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We restrict ourselves to the study of partial differential equations with two inde-
pendent variables. Differential constraints and the coefficients of admissible symmetry
operators generate ordinary differential equations. The classical Lie theory works well
in the case of point and contact transformations. When higher symmetries and higher-
order differential constraints are considered then arises the problem of integrating
higher-order ordinary differential equations. The solutions of such differential equations
are obtained by the inverse scattering problem and finite-zone integration method in
the soliton theory. However, this approach has a number of significant difficulties. For
example, it is often difficult to sort out real solutions from a set of complex solutions,
or solutions are expressed through insufficiently studied functions.

Our approach is based on the numerical integration of passive systems. The ad-
ditional ordinary differential equations are invariant manifolds of evolution equations.
This allows us to rewrite an overdetermed system as two systems of ordinary diffe-
rential equations. Further we sequentially solve these systems by the Runge — Kutta
method. We apply this approach to the Korteweg— de Vries equations, Sin-Gordon
and Sinh-Gordon equations. The bounded and unrestricted solutions are found and
solution images are constructed. This approach can be used for equations with an
arbitrary number of independent variables.

Keywords: partial differential equations, systems of ordinary differential, invariant
manifolds, the reduction of equations.
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