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В данной работе понятие “новая методика решения уравнений” означает, что
при использовании описываемой программы для получения результатов решения
нелинейных дифференциальных уравнений с высокой точностью в виде таблиц
искомых функций или их производных вперые в истории численных методов от-
падает необходимость выбирать метод решения и программировать задачу. Доста-
точно в определенном инструкцией порядке ввести только необходимые исходные
данные: уравнения, краевые условия, начальное приближение и параметры сетки
узлов.

Написанная на алгоритмическом языке Delphi 7 программа Bounds1 для ком-
мерческого применения не предназначена и может свободно использоваться чита-
телями журнала.
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Введение

При разработке программы для решения нелинейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (НОДУ) использовалась интерполяционная процедура. Авторам извест-
ны два следующих способа реализации этой процедуры.

1. Процесс интерполирования применяется непосредственно к искомой функции,
а переход к производным, входящим в состав уравнения, осуществляется диф-
ференцированием полученного интерполяционного выражения. В результате этой
часто применяемой операции при переходе от функции к ее производной всегда
накапливается ошибка [1–10].

2. Интерполяционная процедура выполняется в отношении не искомой функции, а ее
первой производной. Выражение для искомой функции получается в результате
интегрирования полученного интерполяционного выражения. При таком переходе
от производной к функции ошибка не накапливается. Этот подход применялся при
разработке данной программы [11–20].
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1. Вывод формулы интегрирования

Для получения формулы интегрирования предположим, что на отрезке [𝑥1, 𝑥𝑛] ве-
щественной оси 𝑥 задана сетка, в 𝑁 узлах которой известны значения производной
𝑦′ функции 𝑦 = 𝑓(𝑥), определенной на [𝑥1, 𝑥𝑛], и значение собственно функции в на-
чальном узле 𝑥 = 𝑥1. Ставится задача вычисления в этих же узлах значений функции
𝑦, ее производных, выраженных через узловые значения первой производной, и произ-
водных при 𝑥 = 𝑥1.

Интерполируя на отрезке [𝑥1, 𝑥𝑛] (𝑛 ≤ 𝑁) производную 𝑦′(𝑥) многочленом степени
𝑛− 1, можно получить выражение

𝑦′(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑍−1
𝑖𝑗 𝑦′𝑗𝑥

𝑖−1, (1)

где определителем матрицы 𝑍 является определитель Вандермонда.
Значения функции 𝑦 в узлах интерполяции получаются в результате последователь-

ного интегрирования (1) в пределах отрезков [𝑥1, 𝑥𝑖] (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛)

𝑦𝑖 = 𝑦1 +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑠𝑖𝑗𝑦𝑗, (2)

где 𝑠 — квадратная матрица интегрирования порядка 𝑛.
Если 𝑁 > 𝑛, то, применяя последовательно формулу (2) на отрезках

[𝑥𝑗(𝑛−1)+1, 𝑥𝑗(𝑛−1)+𝑛] (𝑗 = 0, 1, 2, . . .), можно получить компоненты вектора y во всех
узлах отрезка [𝑥1, 𝑥𝑛]

y = I𝑦1 + 𝑆Y′, (3)

где I — единичный вектор, 𝑆 — квадратная матрица интегрирования порядка 𝑁 .
Выполнив интегрирование в соответствии с (3) 𝑝 раз, получим формулы для вычис-

ления производных в узлах интерполяции, выраженных через значения производных
𝑦′ в этих же узлах, в начальном узле, а также через значения фукции 𝑦:

Y = 𝑦1 + 𝑆Y′ при 𝑝 = 1. (4)

Если 𝑝 > 1, то компонентами вектора Y(1−𝑝) в (4) будут значения интегралов, а фор-
мула (4) примет вид

Y(1−𝑝) = 𝑆I𝑦1 + 𝑆Y. (5)

В (5) учтено, что 𝑦
(1−𝑝)
𝑖 ≡ 0 при 𝑝 > 1, поскольку в соответствии с принятыми

обозначениями эти величины являются значениями интегралов в узле 𝑥 = 𝑥1.
Для любого целого 𝑝 ≥ 0 имеет место равенство

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑆𝑝
𝑖𝑗 =

(𝑥𝑖 − 𝑥1)
𝑝

𝑝!
,

которое выражает результат интегрирования функции 𝑓(𝑥) = 1.
Очевидно, что предлагаемая интерполяционная процедура применима не только для

функций, но и для их приращений.
Использование формулы (4) при численном решении краевых задач для систем

нелинейных дифференциальных уравнений дает возможность:
1) с высокой точностью аппроксимировать НОДУ, имеющие достаточно гладкие ре-

шения, их дискретными аналогами, так как формулы являются точными на от-
резке [𝑥1, 𝑥𝑘] для всех многочленов степени до 𝑘; в рассматриваемой программе
для автоматического решения дифференциальных уравнений принято 𝑘 = 9;
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2) решать НОДУ с заданными значениями производных не только на краях отрезка
[𝑥1, 𝑥𝑛], но и внутри области интегрирования, поскольку при выводе формул име-
ется возможность за начальную точку на отрезке [𝑥1, 𝑥𝑛] принимать любой узел;

3) при решении НОДУ высокого порядка исключить необходимость выполнения тру-
доемких алгебраических преобразований на краях области, так как полученные
формулы не зависят от номеров узлов, расположенных вне области интегрирова-
ния, и содержат в явном виде необходимые для постановки граничных условий
производные.

Принятые в программе обозначения (см. “Инструкцию по подготовке исходных дан-
ных”):

𝑥1, 𝑥𝑛 — начальная и конечная координаты области интегрирования;
sin(𝑡), cos(𝑡), tan(𝑡), abs(𝑡), sqrt(𝑡), exp(𝑡), ln(𝑡), arccos(𝑡), arccosh(𝑡), arcsin(𝑡), arcsinh(𝑡),

arctan(𝑡), cosh(𝑡), cotan(𝑡), sinh(𝑡), tanh(𝑡) — стандартные математические функции;
𝑡 — выражение действительного типа;
𝑝𝑖 — число 𝜋;
𝑛𝑓 — число неизвестных функций (число уравнений);
𝑛𝑥 — число узлов на оси 𝑥; 𝑛𝑥 = 5, 6, . . . , 151;
𝑖𝑡𝑒𝑟𝑡𝑜𝑙 — параметр точности решения;
ℎ𝑚 — шаг численного дифференцирования;
𝑖𝑡𝑟𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 — заданное предельное число итераций;
𝑡𝑖𝑚𝑒𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 — заданное предельное время решения, с;
𝑝[1], 𝑝[2], . . . — массив числовых параметров, которые не изменяются в процессе

решения;
𝑔1, 𝑔2, . . ., 𝑔9, 𝑔∅ — выражения, вводимые в уравнения для сокращения длины строки;
𝑤[𝑖, 𝐼, 𝑖𝑥] — производные по 𝑥 𝐼-го порядка 𝑖-й неизвестной;
𝑤[𝑖, 𝐼, 1] — производные по 𝑥 𝐼-го порядка 𝑖-й неизвестной функции, определенной

только на краю 𝑥 = 𝑥1;
𝑤[𝑖, 𝐼, 𝑛𝑥] — производная 𝐼-го порядка, определенная только на краю 𝑥 = 𝑥𝑛.

2. Примеры решения уравнений

Исходные данные для примера 1 представлены в табл. 1.
Пример 1. Начальная задача для НОДУ пятого порядка [19, 20]

𝑦(𝑉 ) − 3(𝑦′′𝑦′′ + 𝑦′𝑦′′′) = 0, (6)

имеющего точное решение 𝑦𝑇 = −4/(𝑥+ 2)− 1.
Решение следует найти в области [0, 𝑥𝑛], 𝑥𝑛 = 1. Начальные условия: 𝑦(0) = −3,

𝑦′(0) = 1, 𝑦′′(0) = −1, 𝑦′′′(0) = 1.5, 𝑦(IV)(0) = −3. Начальное приближение: 𝑦0 = 𝑥.
Решение уравнения при 𝑁 = 100 завершается в течение двух секунд.

В табл. 2 содержатся значения максимальной локальной ошибки ∆ при вычислении
функции 𝑦 при некоторых значениях 𝑁 узлов на оси 𝑥.

Пример 2. Краевая задача для уравнения (6).
Краевые условия при 𝑥𝑛 = 1: 𝑦(0) = −3, 𝑦′(1) = 4/9, 𝑦′′(0) = −1, 𝑦′′′(0) = 1.5,

𝑦(IV)(1) = −32/81. Начальное приближение: 𝑦0 = 0.
Пример 3. “Концевая” задача для уравнения (6).
Условия на краю промежутка интегрирования при 𝑥𝑛 = 1: 𝑦(1) = −7/3, 𝑦′(1) = 4/9,

𝑦′′(1) = −8/27, 𝑦′′′(1) = 8/27, 𝑦(IV)(1) = −32/81. Начальное приближение: 𝑦0 = −2/3.
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Пример 4.

𝑦𝑦′′ − 𝑦′𝑦′ − 6𝑥𝑦2 = 0, (7)

точное решение 𝑦𝑇 = exp(𝑥3).
Решение необходимо найти в области [0, 1]. 𝑦′𝑇 = 3exp(𝑥3)𝑥2, 𝑦′(1) = 3exp(1). Для

этого уравнения итерационный процесс из нулевого начального приближения 𝑦0 = 0 не
начинается, поэтому принято 𝑦0 = 𝑥.

Т а б л и ц а 1. Исходные данные для решения примера 1
Table 1. Initial data for solving example 1

Номер
строки Пояснения Обозначения

в тексте примера
Обозначения
в программе

1 Число решаемых уравнений 𝑛𝑓 𝑛𝑓

2 Число неизвестных параметров 0 0
3 Число узлов на оси 𝑥 15 15
4 Начальная координата 𝑥1 0 0
5 Конечная координата 𝑥𝑛 1 1
6 Число интегралов “1” 0 0
7 Число интегралов “2” 0 0
8 Предельное число итераций 300 300
9 Предельное время решения, с 10 10
10 Ввести 0 0 0
11 Ввести 0 0 0
12 Постоянные числа в уравнениях − 𝑝[1] 𝑝[2] . . .

13 𝑛𝑓 строк со значениями порядка
уравнений 5 5

14 Точные выражения для функций
(если они известны) −4/(𝑥+ 2)− 1 −4/(𝑥+ 2)− 1

15 Краевые условия 𝑦(0) = −3 𝑤[1, 0, 1] + 3 = 0

16 Начальные выражения − 0
17 Краевые условия 𝑦′(0) = 1 𝑤[1, 1, 1]− 1 = 0

18 » » 𝑦′′(𝑛𝑥) = −8/27 𝑤[1, 2, 𝑛𝑥] + 8/27 = 0

19 » » 𝑦′′′(0) = 1.5 𝑤[1, 3, 1]− 1.5 = 0

20 » » 𝑦(IV)(0) = −3 𝑤[1, 4, 1] + 3 = 0

21 Введите 𝑔1 𝑦′′ 𝑤[1, 2, 𝑖𝑥]

22 » 𝑔2 𝑦′ 𝑤[1, 1, 𝑖𝑥]

23 » 𝑔3 𝑦′′′ 𝑤[1, 3, 𝑖𝑥]

24 » 𝑔4 − 0
25 » 𝑔5 − 0
26 » 𝑔6 − 0
27 » 𝑔7 − 0
28 » 𝑔8 − 0
29 » 𝑔9 − 0
30 » 𝑔0 − 0

31 𝑛𝑓 строк с дифференциальными
уравнениями

𝑦(V) − 3(𝑦′′𝑦′′+
+𝑦′𝑦′′′) = 0

𝑤[1, 5, 𝑖𝑥]− 3(𝑔1𝑔1 + 𝑔2𝑔3)

32 Параметр точности решения − 0.000000000001
33 Шаг численного дифференцирования − 0.000000000001
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Т а б л и ц а 2. Результаты решения примеров 1–15
Table 2. Results of solving examples 1–15

Номер
примера

Количество узлов 𝑁 на оси 𝑥 Число
итераций9 15 30 60 100 150

1 9 · 10−8 4 · 10−9 4 · 10−13 7 · 10−15 7 · 10−15 7 · 10−15 7
2 1.1 · 10−7 1.5 · 10−9 1.7 · 10−12 8 · 10−14 8 · 10−14 8 · 10−14 14
3 2.4 · 10−7 1.6 · 10−10 1.2 · 10−10 8 · 10−9 1.7 · 10−8 3 · 10−8 19
4 8 · 10−5 6 · 10−6 1.4 · 10−9 1.5 · 10−11 2.3 · 10−12 2.4 · 10−12 6
5 7.5 · 10−4 7.3 · 10−6 1.9 · 10−8 1.8 · 10−11 4.2 · 10−12 1.0 · 10−10 9
6 8 · 10−10 1 · 10−11 2 · 10−12 2 · 10−12 2 · 10−12 − 17
7 9 · 10−4 8 · 10−6 9 · 10−6 8 · 10−5 8 · 10−5 8 · 10−5 3
8 3.8 · 10−4 3.8 · 10−4 3.8 · 10−4 3.8 · 10−4 4 · 10−4 2.3 · 10−2 5
9 3.6 · 10−14 6.3 · 10−13 7.2 · 10−13 9.2 · 10−12 7.2 · 10−12 1.6 · 10−12 8
10 5.1 · 10−5 5.6 · 10−7 1.1 · 10−9 1.6 · 10−12 9.4 · 10−13 1.0 · 10−12 9
11 7.4 · 10−5 1.0 · 10−6 1.6 · 10−9 2.2 · 10−12 2.9 · 10−13 2.2 · 10−12 81
12 1.9 · 10−6 1.6 · 10−8 2.5 · 10−11 7.0 · 10−14 4.3 · 10−14 4.4 · 10−14 6
13 8.6 · 10−5 6.7 · 10−8 1.2 · 10−10 1.8 · 10−13 4.8 · 10−14 4.8 · 10−14 6
14 4.7 · 10−4 7.2 · 10−7 5.2 · 10−9 5.2 · 10−12 5.1 · 10−13 7.0 · 10−13 10
15 − − 4.7 · 10−8 1.0 · 10−10 2.8 · 10−10 5.5 · 10−9 34

Пример 5. Дифференцируя (7), получаем

𝑦𝑦′′′ − 𝑦′𝑦′′ − 6𝑦(𝑦 + 2𝑥𝑦′) = 0.

Решение этого уравнения получено в области [0, 1] с краевыми условиями: 𝑦(0) = 1,
𝑦′(1) = exp(1), 𝑦′′(1) = 15exp(1). Начальное приближение: 𝑦0 = 𝑥.

Пример 6. Система НОДУ первого порядка{︂
𝑦′1 − 2𝑦1 + 5𝑦2 − 3 = 0,
𝑦′2 − 5𝑦1 + 6𝑦2 − 1 = 0.

Точное решение: 𝑦1 = 5exp(−2𝑥) cos(3𝑥) + 1; 𝑦2 = exp(2𝑥)(4 cos(3𝑥) + 3 sin(3𝑥)) + 1.
Численное решение удалось получить только в промежутке [0, 0.4]. Начальное прибли-
жение: 𝑦0 = 5, 𝑦0 = 5.

Пример 7. Начальная задача для НОДУ восьмого порядка

𝑦(VIII) − 0.2𝑥2 cos(𝑥)𝑦(V) + 4𝑦′′ − 𝑦(1 + 𝑦) + 4𝑥 cos(𝑥)− 𝑥3 sin(𝑥) cos(𝑥) = 0. (8)

Точное решение 𝑦𝑇 = 𝑥 cos(𝑥). Начальные условия: 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1, 𝑦′′(0) = 0,
𝑦′′′(0) = −3, 𝑦(IV)(0) = 0, 𝑦(V)(0) = 5, 𝑦(VI)(0) = 0, 𝑦(VII)(0) = −7. Начальное приближе-
ние: 𝑦0 = 0.

Следует отметить, что для этого уравнения высокого порядка приближенное реше-
ние с достаточной точностью было получено на большом отрезке оси 𝑥 (0 ≤ 𝑥 ≤ 0.5𝜋).
Это можно объяснить тем, что решение уравнения (8) хорошо аппроксимируется ал-
гебраическими полиномами, которыми выполнялась интерполяционная процедура при
разработке численного метода.
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Пример 8. “Концевая” задача для уравнения (8).
Условия на краю области интегрирования: 𝑦(𝜋/2) = 0, 𝑦′(𝜋/2) = −𝜋/2, 𝑦′′(𝜋/2) = −2,

𝑦′′′(𝜋/2) = 𝜋/2, 𝑦(IV)(𝜋/2) = 4, 𝑦(V)(𝜋/2) = −𝜋/2, 𝑦(VI)(𝜋/2) = −6, 𝑦(VII)(𝜋/2) = 𝜋/2.
Начальное приближение: 𝑦0 = 𝑥.

Пример 9. Нелинейное уравнение первого порядка

𝑦′ +
2𝑦

𝑥
− 2𝑥

√
𝑦 = 0.

Точное решение 𝑦𝑇 = 𝑥4/9. Приближенное решение следует найти в области [1, 2]. Кра-
евое условие 𝑦(1) = 1/9. Начальное приближение: 𝑦0 = 2.

Пример 10. Уравнение Бернулли

𝑥𝑦′ − 2𝑦 + 𝑥3𝑦2 = 0. (9)

Точное решение 𝑦𝑇 = 5/𝑥3. Решение найдено в области [1, 2]. Начальное приближение:
𝑦0 = 5/𝑥.

Пример 11. Уравнение Бернулли (9) после дифференцирования

𝑥𝑦′′ − 𝑦′ + 𝑥2𝑦(2𝑥𝑦′ + 3𝑦) = 0.

Решение получено в области [1, 2] с начальными условиями: 𝑦(1) = 5, 𝑦′(1) = −15.
Из табл. 2 видно, что после дифференцирования скорость сходимости к точному

решению значительно снизилась — для получения результата потребовалось выполнить
81 итерацию вместо девяти итераций для решения исходного уравнения.

Пример 12. Уравнение Риккати

𝑥2𝑦′ + 𝑥2𝑦2 − 2 = 0. (10)

Точное решение 𝑦𝑇 = −1/𝑥. Начальное приближение: 𝑦0 = 0. Решение получено в об-
ласти [1, 2].

Пример 13. Уравнение Риккати (10) после дифференцирования

𝑦′′ + 2𝑦𝑦′ +
4

𝑥3
= 0.

Начальное приближение: 𝑦0 = 0. Область решения [1, 2].
Представленные в табл. 2 результаты решения уравнений, порядок которых повы-

шен путем дифференцирования, показывают практически одинаковую точность с ис-
ходными уравнениями.

Пример 14. Нелинейное уравнение второго порядка

𝑦′′𝑦 − (𝑦′)2 − 𝑦4 = 0. (11)

Точное решение 𝑦𝑇 = 1/ cos(𝑥). Решение найдено в области [0, 1]. Начальные условия
𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 0. Начальное приближение: 𝑦0 = 1.
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Пример 15. Уравнение (11) после троекратного дифференцирования

𝑦(𝑉 )𝑦 + 𝑦(𝐼𝑉 )𝑦′ − 𝑦′′′(2𝑦′′ − 4𝑦3)− 36𝑦′′𝑦′𝑦2 − 24(𝑦′)3𝑦 = 0.

Точное решение 𝑦𝑇 = 1/ cos(𝑥). Решение найдено в области [0, 1]. Начальные условия
𝑦(0)−1 = 0, 𝑦′(0) = 0, 𝑦′′(0)−1 = 0, 𝑦′′′(0) = 0, 𝑦(𝐼𝑉 )(0)−5 = 0. Начальное приближение:
𝑦0 = 𝑥+ 0.5.

Приведенные уравнения решены с применением стандартных программ из Mathcad,
но точность решения при этом не превышала пяти зннаков после запятой. Из табл. 2
видно, что использование слишком густой сетки (более 60 узлов) иногда приводит к по-
грешности, поэтому рекомендуется использовать сетку не более чем 60 узлов.

Заключение

Впервые предложен метод численной интерполяции решений нелинейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений высокого порядка, отличительной особенностью ко-
торого является то, что вместо интерполяции искомых функций эта процедура приме-
няется к их первым производным, а выражения для собственно функций находятся
интегрированием полученных выражений, в результате чего отпадает необходимость
использования узлов сетки, расположенных за пределами области решения задачи.

Разработанная на основе новой интерполяционной процедуры компьютерная про-
грамма Bounds1 работает только на исходных данных задачи без необходимости допол-
нительного программирования вычислительных деталей. Очевидно, что использование
программы дает возможность заранее создавать каталоги, содержащие сотни файлов
с исходными данными сильно нелинейных уравнений (не упрощенных с целью получе-
ния решения с помощью уже известных численных методов), часто используемых при
математическом моделировании самых разнообразных физических процессов. Напри-
мер, на протяжении нескольких веков различными авторами предлагались уравнения
для описания движения по трубам жидкости и газа, а также для исследования устойчи-
вости сжатых стержней. Точность решения по этим уравнениям может быть определена
с помощью предлагаемой программы.

Основанное на приведенных в табл. 2 результатах решения нелинейных уравнений
сравнение эффективности традиционного способа интерполирования и нового спосо-
ба, основанного на использовании первой производной искомой функции, показывает
неоспоримое преимущество нового подхода.
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Abstract

In this paper, the concept of “a new method for solving equations” means that, for the first time
in the history of numerical methods, there is no need to choose a solution method and program
task. It is enough to enter in the order specified by the instruction only the necessary initial data:
the texts of the equations, boundary conditions, the initial approximation and the parameters of the
grid of nodes. Before, to solve non-linear differential equations it was necessary to use the described
program with high accuracy in the form of tables of desired functions or their derivatives.

The Bounds1 program written in Delphi 7 algorithmic language is not intended for commercial
use and can be freely used by the readers of the journal.
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