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Представлены новые LD-алгоритмы дискретной фильтрации для линейных дис-
кретных стохастических систем с мультипликативными и аддитивными шумами.
Предложены два алгоритма, основанные на LDL𝑇 -разложении ковариационной
и информационной матриц ошибок оценивания вектора состояния. Первый из этих
алгоритмов представляет собой ковариационный LD-фильтр, а второй — инфор-
мационный LD-фильтр. Оба фильтра имеют расширенную блочную форму, а их
вычислительные схемы позволяют обновлять все необходимые величины фильтра
с использованием численно устойчивой модифицированной взвешенной ортогона-
лизации Грама – Шмидта (MWGS). Доказана алгебраическая эквивалентность LD-
фильтров ковариационному и информационному алгоритмам калмановского типа
для линейных дискретных стохастических систем с мультипликативными и ад-
дитивными шумами. Численные эксперименты, проведенные в системе MATLAB,
подтверждают теоретические выводы и демонстрируют работоспособность новых
LD-алгоритмов дискретной фильтрации.
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Введение

Дискретными стохастическими системами с мультипликативными и аддитивными шу-
мами описывается широкий класс математических моделей сложных систем в таких
областях науки и техники, как производственно-технологические, энергетические, тех-
нические и экономические, телекоммуникационные, аэрокосмические системы, системы
обработки изображений и др.
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Важным классом алгоритмов обработки измерительной информации являются алго-
ритмы дискретной фильтрации калмановского типа [1]. Для дискретных линейных сто-
хастических систем с аддитивными гауссовскими шумами существует широкий класс
эффективных вычислительных методов дискретной фильтрации, основанных на раз-
личных методах факторизации ковариационных и информационных матриц ошибок
оценивания [2]. Однако для дискретных линейных стохастических систем с мультипли-
кативными и аддитивными шумами такие алгоритмы практически не представлены.

Цель настоящей работы состоит в построении новых алгоритмов дискретной филь-
трации для указанного класса систем, основанных на численно устойчивой модифици-
рованной взвешенной ортогонализации Грама –Шмидта (MWGS).

Рассмотрим дискретную линейную стохастическую систему с мультипликативными
и аддитивными шумами:{︃

x𝑘 = (𝐹𝑘−1 + 𝐹𝑘−1𝜉𝑘−1)x𝑘−1 +𝐺𝑘−1w𝑘−1,

z𝑘 = (𝐻𝑘 + 𝐻̃𝑘𝜁𝑘)x𝑘 + v𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

(1)

(2)

где x𝑘 ∈ R𝑛 — вектор состояния, z𝑘 ∈ R𝑚 — вектор измерений, 𝐹𝑘, 𝐹𝑘 ∈ R𝑛×𝑛,
𝐻𝑘, 𝐻̃𝑘 ∈ R𝑚×𝑛, 𝐺 ∈ R𝑛×𝑞, x0 ∼ 𝒩 (x̄0,Π0) — начальное состояние, w𝑘 ∈ R𝑞 ∼ 𝒩 (0, 𝑄𝑘) —
аддитивный шум в объекте, v𝑘 ∈ R𝑚 ∼ 𝒩 (0, 𝑅𝑘) — аддитивный шум в измерителе,
𝜉𝑘 ∈ R ∼ 𝒩 (0, 𝜎2

𝜉 ) — мультипликативный шум в объекте, 𝜁𝑘 ∈ R ∼ 𝒩 (0, 𝜎2
𝜁 ) — мульти-

пликативный шум в измерителе, 𝑄𝑘, 𝑅𝑘 > 0.
Перепишем систему (1), (2) в эквивалентной форме

{︂
x𝑘 = 𝐹𝑘−1x𝑘−1 + w̃𝑘−1,

z𝑘 = 𝐻𝑘x𝑘 + ṽ𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

(3)
(4)

где w̃𝑘−1 = 𝐹𝑘−1𝜉𝑘−1x𝑘−1 + 𝐺𝑘−1w𝑘−1, ṽ𝑘 = 𝐻̃𝑘𝜁𝑘x𝑘 + v𝑘, E
{︀
x𝑘x

𝑇
𝑘

}︀
= 𝑋𝑘, E {w̃𝑘} = 0,

E
{︀
w̃𝑘w̃

𝑇
𝑘

}︀
= 𝑄̃𝑘, E {ṽ𝑘} = 0, E

{︀
ṽ𝑘ṽ

𝑇
𝑘

}︀
= 𝑅̃𝑘,

𝑋𝑘 = 𝐹𝑘−1𝑋𝑘−1𝐹
𝑇
𝑘−1 + 𝑄̃𝑘−1,

𝑄̃𝑘 = 𝜎2
𝜉𝐹𝑘𝑋𝑘𝐹

𝑇
𝑘 +𝐺𝑘𝑄𝑘𝐺

𝑇
𝑘 ,

𝑅̃𝑘 = 𝜎2
𝜁𝐻̃𝑘𝑋𝑘𝐻̃

𝑇
𝑘 +𝑅𝑘.

Модифицированный метод ортогонализации Грама –Шмидта (MGS) предложен
А. Бьёрком [3]. В отличие от классической ортогонализации Грама –Шмидта, данный
метод более эффективен в вычислительном плане, при этом точность вычислений по
методу MGS сравнима с точностью вычислений по методу триангуляризации Хаусхол-
дера.

Метод модифицированной взвешенной ортогонализации Грама –Шмидта (MWGS)
впервые был предложен К. Торнтон [4] для вычисления UD-факторов ковариационной
матрицы ошибок оценивания на этапе экстраполяции в UD-фильтре Дж. Бирмана [5]
(см. теорему VI.4.1, с. 127). В алгоритме MWGS использовано свойство ортогональности
𝑟-векторов b𝑖 и b𝑗 относительно весовой диагональной матрицы 𝐷𝑤:

b𝑇
𝑖 𝐷𝑤b𝑗 =

{︂
𝛽𝑖 > 0, если 𝑖 = 𝑗,

0, если 𝑖 ̸= 𝑗.
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Известны два основных вида разложения прямоугольной матрицы 𝐴 ∈ R𝑟×𝑠 с помощью
метода MWGS: UD-разложение (обратная процедура MWGS) и LD-разложение (прямая
процедура MWGS). Обратная процедура MWGS-ортогонализации, впервые предложен-
ная К. Торнтон, приобрела широкую известность в области дискретной фильтрации
стохастических систем [1, 5–7] и применяется для построения различных модифика-
ций UD-фильтра Калмана, в том числе при решении ряда практических задач (см.,
например, [8–13]).

В недавней работе [14] предложен общий подход к построению алгоритмов дискрет-
ной фильтрации на базе MWGS-ортогонализации в классе дискретных линейных стоха-
стических систем с аддитивными шумами, а также проведен подробный анализ вычис-
лительных свойств построенных алгоритмов. Развивая и дополняя полученные ранее
результаты [14], мы решаем задачу построения новых алгоритмов дискретной фильтра-
ции ковариационного и информационного типа на базе модифицированной взвешенной
ортогонализации Грама –Шмидта для более широкого класса дискретных линейных
стохастических систем с мультипликативными и аддитивными шумами.

Первый шаг к решению задачи сделан в работе [15], где предложены новые UD-
алгоритмы ковариационного и информационного типа. В настоящей работе мы предла-
гаем новые LD-алгоритмы дискретной фильтрации, для построения которых применяем
прямую процедуру модифицированной взвешенной ортогонализации Грама –Шмидта.

Прямая процедура MWGS (LD-разложение) набора 𝑠 линейно независимых столбцов
a1, a2, . . . , a𝑠 матрицы 𝐴 ∈ R𝑟×𝑠 относительно весовой матрицы 𝐷𝑤 приводит к нижней
треугольной 𝑠× 𝑠-матрице 𝐿 с единицами на диагонали, такой, что 𝐴𝑇 = 𝐿𝑊 𝑇 , т. е.⎡⎢⎢⎣

a𝑇
1

a𝑇
2

. . .
a𝑇
𝑠

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 . . . 0
𝑙21 1 . . . 0
...

... . . . ...
𝑙𝑠1 𝑙𝑠2 . . . 1

⎤⎥⎥⎥⎦ ·

⎡⎢⎢⎣
w𝑇

1

w𝑇
2

. . .
w𝑇

𝑠

⎤⎥⎥⎦ ,

где векторы w𝑖 есть столбцы матрицы MWGS-преобразования 𝑊 ∈ R𝑟×𝑠 и

𝑊 𝑇𝐷𝑤𝑊 = diag
1≤𝑖≤𝑠

{𝛽𝑖} = 𝐷𝛽.

Таким образом, 𝐴𝑇𝐷𝑤𝐴 = 𝐿𝐷𝛽𝐿
𝑇 .

Переформулировка метода MWGS для нижнетреугольных факторов приведена в [16]
(см. лемму 3.2, с. 159). Алгоритм LD-разложения на основе прямой процедуры MWGS-
ортогонализации сформулирован в [17].

1. Новый ковариационный LD-фильтр

“Стандартный” ковариационный фильтр для линейных дискретных стохастических сис-
тем вида (3), (4), который в каждый дискретный момент времени 𝑘 позволяет вычис-
лить оценку вектора состояния x̂𝑘|𝑘−1 и ковариационную матрицу ошибок оценивания
𝑃𝑘, может быть описан алгоритмом 1 из [15]. Данный алгоритм по своей структуре
очень похож на хорошо известный дискретный фильтр Калмана [1], за исключением
того, что в него дополнительно включены выражения для обновления матриц 𝑄̃𝑘, 𝑋𝑘

и 𝑅̃𝑘.
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Алгоритм 1. Ковариационный фильтр (CF).
Инициализация. Вычислить 𝑋0 = Π0 + x̄0x̄

𝑇
0 . Положить 𝑃0 = Π0, x̂0 = x̄0.

for 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 do
1. Обновление по времени.

𝑄̃𝑘−1 = 𝜎2
𝜉𝐹𝑘−1𝑋𝑘−1𝐹

𝑇
𝑘−1 +𝐺𝑘−1𝑄𝑘−1𝐺

𝑇
𝑘−1,

𝑋𝑘 = 𝐹𝑘−1𝑋𝑘−1𝐹
𝑇
𝑘−1 + 𝑄̃𝑘−1,

𝑃𝑘|𝑘−1 = 𝐹𝑘−1𝑃𝑘−1𝐹
𝑇
𝑘−1 + 𝑄̃𝑘−1, (5)

x̂𝑘|𝑘−1 = 𝐹𝑘−1x̂𝑘−1. (6)

2. Обновление по измерениям.
𝑅̃𝑘 = 𝜎2

𝜁𝐻̃𝑘𝑋𝑘𝐻̃
𝑇
𝑘 +𝑅𝑘,

𝐵𝑘 = 𝐻𝑘𝑃𝑘|𝑘−1𝐻
𝑇
𝑘 + 𝑅̃𝑘, (7)

𝐾𝑘 = 𝑃𝑘|𝑘−1𝐻
𝑇
𝑘 𝐵

−1
𝑘 , (8)

𝑃𝑘 = (𝐼 −𝐾𝑘𝐻𝑘)𝑃𝑘|𝑘−1, (9)
x̂𝑘 = x̂𝑘|𝑘−1 +𝐾𝑘(z𝑘 −𝐻𝑘x̂𝑘|𝑘−1). (10)

Как отмечено выше, LD-алгоритмы дискретной фильтрации основаны на примене-
нии прямой процедуры модифицированной взвешенной ортогонализации Грама –Шмид-
та. Основными преимуществами алгоритмов являются устойчивость по отношению
к ошибкам машинного округления, отсутствие операций извлечения квадратного корня
и обращения полных матриц, компактная и однородная структура алгоритма, ориенти-
рованность на параллельные вычисления [18–21]. В классе дискретных стохастических
систем с аддитивными гауссовскими шумами LD-алгоритмы показали свою эффектив-
ность при решении задач сопровождения целей [19], автоматического контроля опти-
мальности процесса дискретной фильтрации [18, 20], вычисления решения разностно-
го уравнения чувствительности Риккати [17], оптимизации дискретной стохастической
системы управления в условиях неопределенности [21].

Особенность рассматриваемого класса алгоритмов заключается в том, что они ис-
пользуют представление ковариационной матрицы ошибок оценивания 𝑃𝑘 в виде про-
изведения матриц 𝐿𝐷𝐿𝑇 , где 𝐿 — нижняя треугольная матрица с единицами на диа-
гонали, 𝐷 — диагональная матрица. Такое разложение существует для положительно
определенной матрицы и может быть получено с помощью метода Холецкого [22].

Идея построения LD-алгоритмов на основе метода MWGS заключается в следую-
щем. Рассмотрим матричное уравнение вида 𝑃 = 𝐴𝑇𝐷1𝐴 + 𝐶𝑇𝐷2𝐶. Если существует
матрица MWGS-преобразования 𝑊 такая, что

[︀
𝐴𝑇 𝐶𝑇

]︀
= 𝐿𝑊 𝑇 , где 𝐿 — нижнетре-

угольная матрица c единицами на диагонали, то

𝑃 =
[︀
𝐴𝑇 𝐶𝑇

]︀ [︂𝐷1 0
0 𝐷2

]︂ [︂
𝐴
𝐶

]︂
= 𝐴𝑇𝐷1𝐴+ 𝐶𝑇𝐷2𝐶 = 𝐿𝐷𝐿𝑇 ,

где {𝐿,𝐷} — нижний треугольный и диагональный факторы в LD-разложении матри-
цы 𝑃 . Таким образом, класс LD-фильтров основан на прямой процедуре взвешенной
ортогонализации при обновлении пары матриц {𝐿,𝐷}.

Несмотря на то что существуют различные варианты LD-фильтров, алгоритмы дан-
ного класса для дискретных линейных стохастических систем с мультипликативными
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и аддитивными шумами еще не построены. Кроме того, большинство существующих
LD-алгоритмов дискретной фильтрации представлены только в ковариационной форме.

В данной работе мы предлагаем новые ковариационный и информационный LD-
алгоритмы для систем с мультипликативными и аддитивными шумами, имеющие рас-
ширенную структуру. Последнее означает, что все величины дискретного LD-фильтра
помещаются в блочную матрицу и обрабатываются единообразно с помощью взвешен-
ных ортогональных преобразований.

Предположим, что имеются так называемые предмассивы 𝒜 и 𝒟𝒜. Применяя к ним
прямую процедуру MWGS-ортогонализации, получим постмассивы ℒ и 𝒟ℒ, такие что

𝒜𝑇 = ℒW𝑇 и 𝒜𝑇𝒟𝒜𝒜 = ℒ𝒟ℒℒ𝑇 ,

где W — матрица MWGS-преобразования.
Обозначим через ŝ𝑘 = (𝐿𝑃𝑘

𝐷𝑃𝑘
)−1x̂𝑘 LD-оценку ковариационного фильтра. Пусть

chol() — процедура модифицированного разложения Холецкого. Расширенный ковари-
ационный LD-фильтр запишем в следующем виде.

Алгоритм 2. Расширенный ковариационный LD-фильтр (eLDCF).
Инициализация. Вычислить 𝑋0 = Π0 + x̄0x̄

𝑇
0 , chol(Π0) = 𝐿Π0𝐷Π0𝐿

𝑇
Π0

, chol(𝑋0) =
𝐿𝑋0𝐷𝑋0𝐿

𝑇
𝑋0

. Положить 𝐿𝑃0 = 𝐿Π0 , 𝐷𝑃0 = 𝐷Π0 , ŝ0 = (𝐿𝑃0𝐷𝑃0)
−1x̄0.

for 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 do
1. Обновление по времени.
1.1. Вычислить chol(𝑄𝑘−1) = 𝐿𝑄𝑘−1

𝐷𝑄𝑘−1
𝐿𝑇
𝑄𝑘−1

.
1.2. Вычислить LD-факторы {𝐿𝑄̃𝑘−1

, 𝐷𝑄̃𝑘−1
} матрицы 𝑄̃𝑘−1:[︀

𝐹𝑘−1𝐿𝑋𝑘−1
𝐺𝑘−1𝐿𝑄𝑘−1

]︀⏟  ⏞  
𝒜𝑇

𝑇𝑈

=
[︀
𝐿𝑄̃𝑘−1

]︀⏟  ⏞  
ℒ𝑇𝑈

W𝑇
𝑇𝑈 , (11)

W𝑇
𝑇𝑈

[︂
𝜎2
𝜉𝐷𝑋𝑘−1

0
0 𝐷𝑄𝑘−1

]︂
⏟  ⏞  

𝒟𝒜𝑇𝑈

W𝑇𝑈 =
[︀
𝐷𝑄̃𝑘−1

]︀⏟  ⏞  
𝒟ℒ𝑇𝑈

, (12)

где W𝑇𝑈 ∈ R(𝑛+𝑞)×𝑛 — матрица MWGS-преобразования, позволяющего получить из
предмассивов 𝒜𝑇𝑈 и 𝒟𝒜𝑇𝑈

постмассив ℒ𝑇𝑈 в форме нижнетреугольной блочной мат-
рицы с единицами на главной диагонали и постмассив 𝒟ℒ𝑇𝑈

в форме диагональной
блочной матрицы (см. правые части (11), (12)).

1.3. Вычислить LD-факторы {𝐿𝑃𝑘|𝑘−1
, 𝐷𝑃𝑘|𝑘−1

} матрицы 𝑃𝑘|𝑘−1 и LD-оценку ŝ𝑘|𝑘−1:[︂
𝐹𝑘−1𝐿𝑃𝑘−1

𝐿𝑄̃𝑘−1

ŝ𝑇𝑘−1 0

]︂
⏟  ⏞  

𝒜𝑇
𝑇𝑈

=

[︂
𝐿𝑃𝑘|𝑘−1

0

ŝ𝑇𝑘|𝑘−1 1

]︂
⏟  ⏞  

ℒ𝑇𝑈

W𝑇
𝑇𝑈 , (13)

W𝑇
𝑇𝑈

[︂
𝐷𝑃𝑘−1

0
0 𝐷𝑄̃𝑘−1

]︂
⏟  ⏞  

𝒟𝒜𝑇𝑈

W𝑇𝑈 =

[︂
𝐷𝑃𝑘|𝑘−1

0

0 𝛾

]︂
⏟  ⏞  

𝒟ℒ𝑇𝑈

, (14)

где W𝑇𝑈 ∈ R2𝑛×(𝑛+1) — матрица MWGS-преобразования, позволяющего получить из
предмассивов 𝒜𝑇𝑈 и 𝒟𝒜𝑇𝑈

постмассив ℒ𝑇𝑈 в форме нижнетреугольной блочной мат-
рицы с единицами на главной диагонали и постмассив 𝒟ℒ𝑇𝑈

в форме диагональной



Алгоритмы дискретной фильтрации . . . 75

блочной матрицы (см. правые части (13), (14)). Скаляр 𝛾 является “побочным” резуль-
татом процедуры ортогонализации и не участвует в дальнейших вычислениях.

1.4. Вычислить LD-факторы {𝐿𝑋𝑘
, 𝐷𝑋𝑘

} матрицы 𝑋𝑘:[︀
𝐹𝑘−1𝐿𝑋𝑘−1

𝐿𝑄̃𝑘−1

]︀⏟  ⏞  
𝒜𝑇

𝑇𝑈

=
[︀
𝐿𝑋𝑘

]︀⏟  ⏞  
ℒ𝑇𝑈

W𝑇
𝑇𝑈 , (15)

W𝑇
𝑇𝑈

[︂
𝐷𝑋𝑘−1

0
0 𝐷𝑄̃𝑘−1

]︂
⏟  ⏞  

𝒟𝒜𝑇𝑈

W𝑇𝑈 =
[︀
𝐷𝑋𝑘

]︀⏟  ⏞  
𝒟ℒ𝑇𝑈

, (16)

где W𝑇𝑈 ∈ R2𝑛×𝑛 — матрица MWGS-преобразования, позволяющего получить из пред-
массивов 𝒜𝑇𝑈 и 𝒟𝒜𝑇𝑈

постмассив ℒ𝑇𝑈 в форме нижнетреугольной блочной матрицы
с единицами на главной диагонали и постмассив 𝒟ℒ𝑇𝑈

в форме диагональной блочной
матрицы (см. правые части (15), (16)).

2. Обновление по измерениям.
2.1. Вычислить chol(𝑅𝑘) = 𝐿𝑅𝑘

𝐷𝑅𝑘
𝐿𝑇
𝑅𝑘

.
2.2. Вычислить LD-факторы {𝐿𝑅̃𝑘

, 𝐷𝑅̃𝑘
} матрицы 𝑅̃𝑘:[︀

𝐻̃𝑘𝐿𝑋𝑘
𝐿𝑅𝑘

]︀⏟  ⏞  
𝒜𝑇

𝑀𝑈

=
[︀
𝐿𝑅̃𝑘

]︀⏟  ⏞  
ℒ𝑀𝑈

W𝑇
𝑀𝑈 , (17)

W𝑇
𝑀𝑈

[︂
𝜎2
𝜁𝐷𝑋𝑘

0
0 𝐷𝑅𝑘

]︂
⏟  ⏞  

𝒟𝒜𝑀𝑈

W𝑀𝑈 =
[︀
𝐷𝑅̃𝑘

]︀⏟  ⏞  
𝒟ℒ𝑀𝑈

, (18)

где W𝑇𝑈 ∈ R(𝑛+𝑚)×𝑚 — матрица MWGS-преобразования, позволяющего получить из
предмассивов 𝒜𝑀𝑈 и 𝒟𝒜𝑀𝑈

постмассив ℒ𝑀𝑈 в форме нижнетреугольной блочной мат-
рицы с единицами на главной диагонали и постмассив 𝒟ℒ𝑀𝑈

в форме диагональной
блочной матрицы (см. правые части (17), (18)).

2.3. Вычислить LD-факторы {𝐿𝑃𝑘
, 𝐷𝑃𝑘

} матрицы 𝑃𝑘 и LD-оценку ŝ𝑘:⎡⎣ 𝐿𝑅̃𝑘
𝐻𝑘𝐿𝑃𝑘|𝑘−1

0

0 𝐿𝑃𝑘|𝑘−1
0

−z𝑇𝑘 (𝐿𝑅̃𝑘
𝐷𝑅̃𝑘

)−𝑇 ŝ𝑇𝑘|𝑘−1 1

⎤⎦
⏟  ⏞  

𝒜𝑇
𝑀𝑈

=

⎡⎣ 𝐿𝐵𝑘
0 0

𝐾𝑘𝐿𝐵𝑘
𝐿𝑃𝑘

0

𝜏 𝑇 ŝ𝑇𝑘 1

⎤⎦
⏟  ⏞  

ℒ𝑀𝑈

W𝑇
𝑀𝑈 , (19)

W𝑇
𝑀𝑈

⎡⎣𝐷𝑅̃𝑘
0 0

0 𝐷𝑃𝑘|𝑘−1
0

0 0 1

⎤⎦
⏟  ⏞  

𝒟𝒜𝑀𝑈

W𝑀𝑈 =

⎡⎣𝐷𝐵𝑘
0 0

0 𝐷𝑃𝑘
0

0 0 𝛼

⎤⎦
⏟  ⏞  

𝒟ℒ𝑀𝑈

, (20)

где W𝑀𝑈 ∈ R(𝑚+𝑛+1)×(𝑚+𝑛+1) — матрица MWGS-преобразования, позволяющего полу-
чить из предмассивов 𝒜𝑀𝑈 и 𝒟𝒜𝑀𝑈

постмассив ℒ𝑀𝑈 в форме нижнетреугольной блоч-
ной матрицы с единицами на главной диагонали и постмассив 𝒟ℒ𝑀𝑈

в форме диаго-
нальной блочной матрицы (см. правые части (19), (20)). Скаляр 𝛼 и вектор-строка
𝜏 𝑇 являются “побочными” результатами процедуры ортогонализации и не участвуют
в дальнейших вычислениях.
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Замечание 1. В любой момент времени 𝑘 оценку вектора состояния x𝑘 можно вычис-
лить как x̂𝑘 = 𝐿𝑃𝑘

𝐷𝑃𝑘
ŝ𝑘.

Теорема 1. Алгоритм 1 (CF) и алгоритм 2 (eLDCF) алгебраически эквивалентны.

Доказательство. Доказательство основано на матричных тождествах

𝒜𝑇𝒟𝒜𝒜 = ℒ𝒟ℒℒ𝑇 и W𝑇𝒟𝒜W = 𝒟ℒ. (21)

Покажем, что формулы (13) и (14) эквивалентны формулам (5) и (6).

𝒜𝑇
𝑇𝑈𝒟𝒜𝑇𝑈

𝒜𝑇𝑈 =

[︂
𝐹𝑘−1𝐿𝑃𝑘−1

𝐿𝑄̃𝑘−1

ŝ𝑇𝑘−1 0

]︂ [︂
𝐷𝑃𝑘−1

0
0 𝐷𝑄̃𝑘−1

]︂[︃
𝐿𝑇
𝑃𝑘−1

𝐹 𝑇
𝑘−1 ŝ𝑘−1

𝐿𝑇
𝑄̃𝑘−1

0

]︃
=

=

[︃
𝐹𝑘−1𝐿𝑃𝑘−1

𝐷𝑃𝑘−1
𝐿𝑇
𝑃𝑘−1

𝐹 𝑇
𝑘−1 + 𝐿𝑄̃𝑘−1

𝐷𝑄̃𝑘−1
𝐿𝑇
𝑄̃𝑘−1

𝐹𝑘−1𝐿𝑃𝑘−1
𝐷𝑃𝑘−1

ŝ𝑘−1

ŝ𝑇𝑘−1𝐷𝑃𝑘−1
𝐿𝑇
𝑃𝑘−1

𝐹 𝑇
𝑘−1 ŝ𝑇𝑘−1𝐷𝑃𝑘−1

ŝ𝑘−1

]︃
=

=

[︂
𝐹𝑘−1𝑃𝑘−1𝐹

𝑇
𝑘−1 + 𝑄̃𝑘−1 𝐹𝑘−1x̂𝑘−1

x̂𝑇
𝑘−1𝐹

𝑇
𝑘−1 ŝ𝑇𝑘−1𝐷𝑃𝑘−1

ŝ𝑘−1

]︂
=

[︂
𝒜11 𝒜12

𝒜21 𝒜22

]︂
= 𝒜,

ℒ𝑇𝑈𝒟ℒ𝑇𝑈
ℒ𝑇

𝑇𝑈 =

[︂
𝐿𝑃𝑘|𝑘−1

0

ŝ𝑇𝑘|𝑘−1 1

]︂ [︂
𝐷𝑃𝑘|𝑘−1

0

0 𝛾

]︂ [︂
𝐿𝑇
𝑃𝑘|𝑘−1

ŝ𝑘|𝑘−1

0 1

]︂
=

=

[︃
𝐿𝑃𝑘|𝑘−1

𝐷𝑃𝑘|𝑘−1
𝐿𝑇
𝑃𝑘|𝑘−1

𝐿𝑃𝑘|𝑘−1
𝐷𝑃𝑘|𝑘−1

ŝ𝑘|𝑘−1

ŝ𝑇𝑘|𝑘−1𝐷𝑃𝑘|𝑘−1
𝐿𝑇
𝑃𝑘|𝑘−1

ŝ𝑇𝑘|𝑘−1𝐷𝑃𝑘|𝑘−1
ŝ𝑘|𝑘−1 + 𝛾

]︃
=

=

[︂
𝑃𝑘|𝑘−1 x̂𝑘−1

x̂𝑇
𝑘−1 𝛼

]︂
=

[︂
𝒜11 𝒜12

𝒜21 𝒜22

]︂
= 𝒜.

Из равенства 𝒜 = 𝒜 следует, в частности, что 𝒜11 = 𝒜11 и 𝒜12 = 𝒜12, откуда
следуют формулы (5) и (6).

Покажем, что формулы (19) и (20) эквивалентны формулам (7)–(10).

𝒜𝑇
𝑀𝑈𝒟𝒜𝑀𝑈

𝒜𝑀𝑈 =

=

⎡⎣ 𝐿𝑅̃𝑘
𝐻𝑘𝐿𝑃𝑘|𝑘−1

0

0 𝐿𝑃𝑘|𝑘−1
0

−z𝑇𝑘 (𝐿𝑅̃𝑘
𝐷𝑅̃𝑘

)−𝑇 ŝ𝑇𝑘|𝑘−1 1

⎤⎦⎡⎣𝐷𝑅̃𝑘
0 0

0 𝐷𝑃𝑘|𝑘−1
0

0 0 1

⎤⎦⎡⎣ 𝐿𝑇
𝑅̃𝑘

0 −(𝐿𝑅̃𝑘
𝐷𝑅̃𝑘

)−1z𝑘
(𝐻𝑘𝐿𝑃𝑘|𝑘−1

)𝑇 𝐿𝑇
𝑃𝑘|𝑘−1

ŝ𝑘|𝑘−1

0 0 1

⎤⎦=

=

⎡⎢⎣ (*) 𝐻𝑘𝐿𝑃𝑘|𝑘−1
𝐷𝑃𝑘|𝑘−1

𝐿𝑇
𝑃𝑘|𝑘−1

−z𝑘 +𝐻𝑘𝐿𝑃𝑘|𝑘−1
𝐷𝑃𝑘|𝑘−1

ŝ𝑘|𝑘−1

𝐿𝑃𝑘|𝑘−1
𝐷𝑃𝑘|𝑘−1

(𝐻𝑘𝐿𝑃𝑘|𝑘−1
)𝑇 𝐿𝑃𝑘|𝑘−1

𝐷𝑃𝑘|𝑘−1
𝐿𝑇
𝑃𝑘|𝑘−1

𝐿𝑃𝑘|𝑘−1
𝐷𝑃𝑘|𝑘−1

ŝ𝑘|𝑘−1

−z𝑇𝑘 + ŝ𝑇𝑘|𝑘−1𝐷𝑃𝑘|𝑘−1
(𝐻𝑘𝐿𝑃𝑘|𝑘−1

)𝑇 ŝ𝑇𝑘|𝑘−1𝐷𝑃𝑘|𝑘−1
𝐿𝑇
𝑃𝑘|𝑘−1

(**)

⎤⎥⎦=

=

⎡⎣𝑅̃𝑘 +𝐻𝑘𝑃𝑘|𝑘−1𝐻
𝑇
𝑘 𝐻𝑘𝑃𝑘|𝑘−1 −z𝑘 +𝐻𝑘x̂𝑘|𝑘−1

𝑃𝑘|𝑘−1𝐻
𝑇
𝑘 𝑃𝑘|𝑘−1 x̂𝑘|𝑘−1

−z𝑇𝑘 + x̂𝑇
𝑘|𝑘−1𝐻

𝑇
𝑘 x̂𝑇

𝑘|𝑘−1 (**)

⎤⎦ =

⎡⎣𝒜11 𝒜12 𝒜13

𝒜21 𝒜22 𝒜23

𝒜31 𝒜32 𝒜33

⎤⎦ = 𝒜,

где

(*) = 𝐿𝑅̃𝑘
𝐷𝑅̃𝑘

𝐿𝑇
𝑅̃𝑘

+ (𝐻𝑘𝐿𝑃𝑘|𝑘−1
)𝐷𝑃𝑘|𝑘−1

(𝐻𝑘𝐿𝑃𝑘|𝑘−1
)𝑇 ,

(**) = z𝑇𝑘 (𝐿𝑅̃𝑘
𝐷𝑅̃𝑘

)−𝑇𝐷𝑅̃𝑘
(𝐿𝑅̃𝑘

𝐷𝑅̃𝑘
)−1z𝑘 + ŝ𝑇𝑘|𝑘−1𝐷𝑃𝑘|𝑘−1

ŝ𝑘|𝑘−1;
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ℒ𝑀𝑈𝒟ℒ𝑀𝑈
ℒ𝑇

𝑀𝑈 =

⎡⎣ 𝐿𝐵𝑘
0 0

𝐾𝑘𝐿𝐵𝑘
𝐿𝑃𝑘

0

𝜏 𝑇 ŝ𝑇𝑘 1

⎤⎦⎡⎣𝐷𝐵𝑘
0 0

0 𝐷𝑃𝑘
0

0 0 𝛼

⎤⎦⎡⎣𝐿𝑇
𝐵𝑘

(𝐾𝑘𝐿𝐵𝑘
)𝑇 𝜏

0 𝐿𝑇
𝑃𝑘

ŝ𝑘
0 0 1

⎤⎦ =

=

⎡⎣ 𝐿𝐵𝑘
𝐷𝐵𝑘

𝐿𝑇
𝐵𝑘

𝐿𝐵𝑘
𝐷𝐵𝑘

(𝐾𝑘𝐿𝐵𝑘
)𝑇 𝐿𝐵𝑘

𝐷𝐵𝑘
𝜏

𝐾𝑘𝐿𝐵𝑘
𝐷𝐵𝑘

𝐿𝑇
𝐵𝑘

(𝐾𝑘𝐿𝐵𝑘
)𝐷𝐵𝑘

(𝐾𝑘𝐿𝐵𝑘
)𝑇 + 𝐿𝑃𝑘

𝐷𝑃𝑘
𝐿𝑇
𝑃𝑘

𝐾𝑘𝐿𝐵𝑘
𝐷𝐵𝑘

𝜏 + 𝐿𝑃𝑘
𝐷𝑃𝑘

ŝ𝑘
𝜏 𝑇𝐷𝐵𝑘

𝐿𝑇
𝐵𝑘

𝜏 𝑇𝐷𝐵𝑘
(𝐾𝑘𝐿𝐵𝑘

)𝑇 + ŝ𝑇𝑘𝐷𝑃𝑘
𝐿𝑇
𝑃𝑘

𝜏 𝑇𝐷𝐵𝑘
𝜏 + ŝ𝑇𝑘𝐷𝑃𝑘

ŝ𝑘 + 𝛼2

⎤⎦ =

=

⎡⎣ 𝐵𝑘 𝐵𝑘𝐾
𝑇
𝑘 𝐿𝐵𝑘

𝐷𝐵𝑘
𝜏

𝐾𝑘𝐵𝑘 𝐾𝑘𝐵𝑘𝐾
𝑇
𝑘 + 𝑃𝑘 𝐾𝑘𝐿𝐵𝑘

𝐷𝐵𝑘
𝜏 + x̂𝑘

𝜏 𝑇𝐷𝐵𝑘
𝐿𝑇
𝐵𝑘

𝜏 𝑇𝐷𝐵𝑘
𝐿𝑇
𝐵𝑘
𝐾𝑇

𝑘 + x̂𝑇
𝑘 𝜏 𝑇𝐷𝐵𝑘

𝜏 + ŝ𝑇𝑘𝐷𝑃𝑘
ŝ𝑘 + 𝛼2

⎤⎦=

⎡⎣𝒜11 𝒜12 𝒜13

𝒜21 𝒜22 𝒜23

𝒜31 𝒜32 𝒜33

⎤⎦=𝒜.

Из равенства 𝒜 = 𝒜 получаем:
1) 𝒜11 = 𝑅̃𝑘 +𝐻𝑘𝑃𝑘|𝑘−1𝐻

𝑇
𝑘 , 𝒜11 = 𝐵𝑘, следовательно, 𝐵𝑘 = 𝐻𝑘𝑃𝑘|𝑘−1𝐻

𝑇
𝑘 + 𝑅̃𝑘, т. е. вы-

полняется (7);
2) 𝒜21 = 𝑃𝑘|𝑘−1𝐻

𝑇
𝑘 , 𝒜22 = 𝐾𝑘𝐵𝑘, следовательно, 𝐾𝑘𝐵𝑘 = 𝑃𝑘|𝑘−1𝐻

𝑇
𝑘 , откуда 𝐾𝑘 =

𝑃𝑘|𝑘−1𝐻
𝑇
𝑘 𝐵

−1
𝑘 , т. е. выполняется (8);

3) 𝒜22 = 𝑃𝑘|𝑘−1, 𝒜22 = 𝐾𝑘𝐵𝑘𝐾
𝑇
𝑘 + 𝑃𝑘, следовательно, 𝑃𝑘|𝑘−1 = 𝐾𝑘𝐵𝑘𝐾

𝑇
𝑘 + 𝑃𝑘, откуда

𝑃𝑘=𝑃𝑘|𝑘−1−𝐾𝑘𝐵𝑘𝐾
𝑇
𝑘 =

⃒⃒⃒
𝐾𝑘=𝑃𝑘|𝑘−1𝐻

𝑇
𝑘 𝐵

−1
𝑘

⃒⃒⃒
=𝑃𝑘|𝑘−1−𝑃𝑘|𝑘−1𝐻

𝑇
𝑘 𝐵

−1
𝑘 𝐵𝑘𝐵

−𝑇
𝑘 𝐻𝑘𝑃𝑘|𝑘−1=

=
⃒⃒⃒
𝐵−1

𝑘 = 𝐵−𝑇
𝑘

⃒⃒⃒
= 𝑃𝑘|𝑘−1 −𝐾𝑘𝐻𝑘𝑃𝑘|𝑘−1 = (𝐼 −𝐾𝑘𝐻𝑘)𝑃𝑘|𝑘−1,

т. е. выполняется (9);
4) 𝒜23 = x̂𝑘|𝑘−1, 𝒜23 = 𝐾𝑘𝐿𝐵𝑘

𝐷𝐵𝑘
𝜏 + x̂𝑘, следовательно, x̂𝑘 = x̂𝑘|𝑘−1 − 𝐾𝑘𝐿𝐵𝑘

𝐷𝐵𝑘
𝜏 .

𝒜13 = −z𝑘 +𝐻𝑘x̂𝑘|𝑘−1, 𝒜13 = 𝐿𝐵𝑘
𝐷𝐵𝑘

𝜏 , следовательно, 𝐿𝐵𝑘
𝐷𝐵𝑘

𝜏 = −z𝑘 +𝐻𝑘x̂𝑘|𝑘−1,
откуда x̂𝑘 = x̂𝑘|𝑘−1 +𝐾𝑘(z𝑘 −𝐻𝑘x̂𝑘|𝑘−1), т. е. выполняется (10).

Эквивалентность остальных формул доказывается аналогично.

2. Новый информационный LD-фильтр

Информационный фильтр (IF) является известной альтернативой фильтру Калмана [1],
в котором вместо ковариационной матрицы ошибок оценивания 𝑃𝑘 используется об-
ратная к ней матрица 𝑌𝑘 ≜ 𝑃−1

𝑘 , известная как информационная матрица, а вместо
вектора состояния x𝑘 — вектор y𝑘 ≜ 𝑌𝑘x𝑘, называемый информационным вектором.
Информационный фильтр особенно полезен, когда отсутствует априорная информация
о характеристиках начального состояния системы [1].

Информационный фильтр для системы (1), (2) можно получить из алгоритма 1,
применяя лемму об обращении [23].

Алгоритм 3. Информационный фильтр (IF).
Инициализация. Вычислить 𝑋0 = Π0 + x̄0x̄

𝑇
0 . Положить 𝑌0 = Π−1

0 , ŷ0 = 𝑌0x̄0.
for 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 do
I. Обновление по времени.

𝑄̃𝑘−1 = 𝜎2
𝜉𝐹𝑘−1𝑋𝑘−1𝐹

𝑇
𝑘−1 +𝐺𝑘−1𝑄𝑘−1𝐺

𝑇
𝑘−1,

𝑋𝑘 = 𝐹𝑘−1𝑋𝑘−1𝐹
𝑇
𝑘−1 + 𝑄̃𝑘−1,

𝑆𝑘−1 = 𝐹−𝑇
𝑘−1𝑌𝑘−1𝐹

−1
𝑘−1, (22)

𝐶𝑘−1 = 𝑆𝑘−1 + 𝑄̃−1
𝑘−1, (23)
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𝐽𝑘−1 = 𝑆𝑘−1𝐶
−1
𝑘−1, (24)

𝑌𝑘|𝑘−1 = (𝐼 − 𝐽𝑘−1)𝑆𝑘−1, (25)
ŷ𝑘|𝑘−1 = (𝐼 − 𝐽𝑘−1)𝐹

−𝑇
𝑘−1ŷ𝑘−1. (26)

II. Обновление по измерениям.

𝑅̃𝑘 = 𝜎2
𝜁𝐻̃𝑘𝑋𝑘𝐻̃

𝑇
𝑘 +𝑅𝑘,

𝑌𝑘 = 𝑌𝑘|𝑘−1 +𝐻𝑇
𝑘 𝑅̃

−1
𝑘 𝐻𝑘,

ŷ𝑘 = ŷ𝑘|𝑘−1 +𝐻𝑇
𝑘 𝑅̃

−1
𝑘 z𝑘.

Обозначим через d̂𝑘 = (𝐿𝑌𝑘
𝐷𝑌𝑘

)−1ŷ𝑘 LD-оценку информационного фильтра. Расши-
ренный информационный LD-фильтр запишем в следующем виде.

Алгоритм 4. Расширенный информационный LD-фильтр (eLDIF).
Инициализация. Вычислить 𝑌0 = Π−1

0 , chol(𝑌0) = 𝐿𝑌0𝐷𝑌0𝐿
𝑇
𝑌0

, 𝑋0 = Π0 + x̄0x̄
𝑇
0 ,

chol(𝑋0) = 𝐿𝑋0𝐷𝑋0𝐿
𝑇
𝑋0

. Положить d̂0 = (𝐿𝑌0𝐷𝑌0)
−1ȳ0, где ȳ0 = 𝑌0x̄0.

for 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 do
1. Обновление по времени.
1.1. Вычислить chol(𝑄𝑘−1) = 𝐿𝑄𝑘−1

𝐷𝑄𝑘−1
𝐿𝑇
𝑄𝑘−1

.
1.2. Вычислить LD-факторы {𝐿𝑄̃𝑘−1

, 𝐷𝑄̃𝑘−1
} матрицы 𝑄̃𝑘−1 по формулам (11), (12).

1.3. Вычислить LD-факторы {𝐿𝑌𝑘|𝑘−1
, 𝐷𝑌𝑘|𝑘−1

} матрицы 𝑌𝑘|𝑘−1 и LD-оценку d̂𝑘|𝑘−1:⎡⎢⎣𝐿
−𝑇

𝑄̃𝑘−1
𝐹−𝑇
𝑘−1𝐿𝑌𝑘−1

0

0 𝐹−𝑇
𝑘−1𝐿𝑌𝑘−1

0

0 d̂
𝑇

𝑘−1 1

⎤⎥⎦
⏟  ⏞  

𝒜𝑇
𝑇𝑈

=

⎡⎢⎣ 𝐿𝐶𝑘−1
0 0

𝐽𝑘−1𝐿𝐶𝑘−1
𝐿𝑌𝑘|𝑘−1

0

𝜏 𝑇 d̂
𝑇

𝑘|𝑘−1 1

⎤⎥⎦
⏟  ⏞  

ℒ𝑇𝑈

W𝑇
𝑇𝑈 , (27)

W𝑇
𝑇𝑈

⎡⎣𝐷−1

𝑄̃𝑘−1
0 0

0 𝐷𝑌𝑘−1
0

0 0 1

⎤⎦
⏟  ⏞  

𝒟𝒜𝑇𝑈

W𝑇𝑈 =

⎡⎣𝐷𝐶𝑘−1
0 0

0 𝐷𝑌𝑘|𝑘−1
0

0 0 𝛼

⎤⎦
⏟  ⏞  

𝒟ℒ𝑇𝑈

, (28)

где W𝑇𝑈 ∈ R(2𝑛+1)×(2𝑛+1) — матрица MWGS-преобразования, позволяющего получить
из предмассивов 𝒜𝑇𝑈 и 𝒟𝒜𝑇𝑈

постмассив ℒ𝑇𝑈 в форме нижнетреугольной блочной мат-
рицы с единицами на главной диагонали и постмассив 𝒟ℒ𝑇𝑈

в форме диагональной
блочной матрицы (см. правые части (27), (28)). Скаляр 𝛼 и вектор-строка 𝜏 𝑇 являются
“побочными” результатами процедуры ортогонализации и не участвуют в дальнейших
вычислениях.

1.4. Вычислить LD-факторы {𝐿𝑋𝑘
, 𝐷𝑋𝑘

} матрицы 𝑋𝑘 по формулам (15), (16).
2. Обновление по измерениям.
2.1. Вычислить chol(𝑅𝑘) = 𝐿𝑅𝑘

𝐷𝑅𝑘
𝐿𝑇
𝑅𝑘

.
2.2. Вычислить LD-факторы {𝐿𝑅̃𝑘

, 𝐷𝑅̃𝑘
} матрицы 𝑅̃𝑘 по формулам (17), (18).

2.3. Вычислить {𝐿𝑌𝑘
, 𝐷𝑌𝑘

} и d̂𝑘:
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[︃
𝐻𝑇

𝑘 𝐿
−𝑇

𝑅̃𝑘
𝐿𝑌𝑘|𝑘−1

z𝑇𝑘𝐿
−𝑇

𝑅̃𝑘
d̂
𝑇

𝑘|𝑘−1

]︃
⏟  ⏞  

𝒜𝑇
𝑀𝑈

=

[︃
𝐿𝑌𝑘

0

d̂
𝑇

𝑘 1

]︃
⏟  ⏞  

ℒ𝑀𝑈

W𝑇
𝑀𝑈 , (29)

W𝑇
𝑀𝑈

[︂
𝐷−1

𝑅̃𝑘
0

0 𝐷𝑌𝑘|𝑘−1

]︂
⏟  ⏞  

𝒟𝒜𝑀𝑈

W𝑀𝑈 =

[︂
𝐷𝑌𝑘

0
0 𝛾

]︂
⏟  ⏞  

𝒟ℒℳ𝒰

, (30)

где W𝑀𝑈 ∈ R(𝑚+𝑛)×(𝑛+1) — матрица MWGS-преобразования, позволяющего получить
из предмассивов 𝒜𝑀𝑈 и 𝒟𝒜𝑀𝑈

постмассив ℒ𝑀𝑈 в форме нижнетреугольной блочной
матрицы с единицами на главной диагонали и постмассив 𝒟ℒ𝑀𝑈

в форме диагональной
блочной матрицы (см. правые части (29), (30)). Скаляр 𝛾 является “побочным” резуль-
татом процедуры ортогонализации и не участвует в дальнейших вычислениях.

Замечание 2. В любой момент времени 𝑘 оценку вектора состояния x𝑘 можно вычис-
лить с помощью прямой подстановки как решение системы 𝐿𝑌𝑘

x̂𝑘 = d̂𝑘.

Теорема 2. Алгоритм 3 (IF) и алгоритм 4 (eLDIF) алгебраически эквивалентны.

Доказательство. Доказательство основано на тождестве (21).
Покажем, что формулы (27) и (28) эквивалентны формулам (22)–(26).

𝒜𝑇
𝑇𝑈𝒟𝒜𝑇𝑈

𝒜𝑇𝑈 =

⎡⎢⎣𝐿
−𝑇

𝑄̃𝑘−1
𝐹−𝑇
𝑘−1𝐿𝑌𝑘−1

0

0 𝐹−𝑇
𝑘−1𝐿𝑌𝑘−1

0

0 d̂
𝑇

𝑘−1 1

⎤⎥⎦
⎡⎣𝐷−1

𝑄̃𝑘−1
0 0

0 𝐷𝑌𝑘−1
0

0 0 1

⎤⎦
⎡⎢⎣ 𝐿−1

𝑄̃𝑘−1
0 0

𝐿𝑇
𝑌𝑘−1

𝐹−1
𝑘−1 𝐿𝑇

𝑌𝑘−1
𝐹−1
𝑘−1 d̂𝑘−1

0 0 1

⎤⎥⎦=

=

⎡⎢⎣ (*) (**) 𝐹−𝑇
𝑘−1𝐿𝑌𝑘−1

𝐷𝑌𝑘−1
d̂𝑘−1

(**) (**) 𝐹−𝑇
𝑘−1𝐿𝑌𝑘−1

𝐷𝑌𝑘−1
d̂𝑘−1

d̂
𝑇

𝑘−1𝐷𝑌𝑘−1
𝐿𝑇
𝑌𝑘−1

𝐹−1
𝑘−1 d̂

𝑇

𝑘−1𝐷𝑌𝑘−1
𝐿𝑇
𝑌𝑘−1

𝐹−1
𝑘−1 d̂

𝑇

𝑘−1𝐷𝑌𝑘−1
d̂𝑘−1 + 1

⎤⎥⎦ =

=

⎡⎢⎣𝑄̃
−1
𝑘−1 + 𝐹−𝑇

𝑘−1𝑌𝑘−1𝐹
−1
𝑘−1 𝐹−𝑇

𝑘−1𝑌𝑘−1𝐹
−1
𝑘−1 𝐹−𝑇

𝑘−1𝐿𝑌𝑘−1
𝐷𝑌𝑘−1

d̂𝑘−1

𝐹−𝑇
𝑘−1𝑌𝑘−1𝐹

−1
𝑘−1 𝐹−𝑇

𝑘−1𝑌𝑘−1𝐹
−1
𝑘−1 𝐹−𝑇

𝑘−1𝐿𝑌𝑘−1
𝐷𝑌𝑘−1

d̂𝑘−1

d̂
𝑇

𝑘−1𝐷𝑌𝑘−1
𝐿𝑇
𝑌𝑘−1

𝐹−1
𝑘−1 d̂

𝑇

𝑘−1𝐷𝑌𝑘−1
𝐿𝑇
𝑌𝑘−1

𝐹−1
𝑘−1 d̂

𝑇

𝑘−1𝐷𝑌𝑘−1
d̂𝑘−1 + 1

⎤⎥⎦=

⎡⎣𝒜11 𝒜12 𝒜13

𝒜21 𝒜22 𝒜23

𝒜31 𝒜32 𝒜33

⎤⎦=𝒜.

Здесь

(*) = 𝐿−𝑇

𝑄̃𝑘−1
𝐷−1

𝑄̃𝑘−1
𝐿−1

𝑄̃𝑘−1
+ 𝐹−𝑇

𝑘−1𝐿𝑌𝑘−1
𝐷𝑌𝑘−1

𝐿𝑇
𝑌𝑘−1

𝐹−1
𝑘−1,

(**) = 𝐹−𝑇
𝑘−1𝐿𝑌𝑘−1

𝐷𝑌𝑘−1
𝐿𝑇
𝑌𝑘−1

𝐹−1
𝑘−1;

ℒ𝑇𝑈𝒟ℒ𝑇𝑈
ℒ𝑇

𝑇𝑈 =

⎡⎢⎣ 𝐿𝐶𝑘−1
0 0

𝐽𝑘−1𝐿𝐶𝑘−1
𝐿𝑌𝑘|𝑘−1

0

𝜏 𝑇 d̂
𝑇

𝑘|𝑘−1 1

⎤⎥⎦
⎡⎣𝐷𝐶𝑘−1

0 0
0 𝐷𝑌𝑘|𝑘−1

0

0 0 𝛼

⎤⎦⎡⎣𝐿𝑇
𝐶𝑘−1

(𝐽𝑘−1𝐿𝐶𝑘−1
)𝑇 𝜏

0 𝐿𝑇
𝑌𝑘|𝑘−1

d̂𝑘|𝑘−1

0 0 1

⎤⎦=

=

⎡⎣𝒜11 𝒜12 𝒜13

𝒜21 𝒜22 𝒜23

𝒜31 𝒜32 𝒜33

⎤⎦ = 𝒜,

где
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𝒜11 = 𝐿𝐶𝑘−1
𝐷𝐶𝑘−1

𝐿𝑇
𝐶𝑘−1

,

𝒜12 = 𝐿𝐶𝑘−1
𝐷𝐶𝑘−1

(𝐽𝑘−1𝐿𝐶𝑘−1
)𝑇 ,

𝒜13 = 𝐿𝐶𝑘−1
𝐷𝐶𝑘−1

𝜏 ,

𝒜21 = 𝐽𝑘−1𝐿𝐶𝑘−1
𝐷𝐶𝑘−1

𝐿𝑇
𝐶𝑘−1

,

𝒜22 = (𝐽𝑘−1𝐿𝐶𝑘−1
)𝐷𝐶𝑘−1

(𝐽𝑘−1𝐿𝐶𝑘−1
)𝑇 + 𝐿𝑌𝑘|𝑘−1

𝐷𝑌𝑘|𝑘−1
𝐿𝑇
𝑌𝑘|𝑘−1

,

𝒜23 = 𝐽𝑘−1𝐿𝐶𝑘−1
𝐷𝐶𝑘−1

𝜏 + 𝐿𝑌𝑘|𝑘−1
𝐷𝑌𝑘|𝑘−1

d̂𝑘|𝑘−1,

𝒜31 = 𝜏 𝑇𝐷𝐶𝑘−1
𝐿𝑇
𝐶𝑘−1

,

𝒜32 = 𝜏 𝑇𝐷𝐶𝑘−1
(𝐽𝑘−1𝐿𝐶𝑘−1

)𝑇 + d̂
𝑇

𝑘|𝑘−1𝐷𝑌𝑘|𝑘−1
𝐿𝑇
𝑌𝑘|𝑘−1

,

𝒜33 = 𝜏 𝑇𝐷𝐶𝑘−1
𝜏 + d̂

𝑇

𝑘|𝑘−1𝐷𝑌𝑘|𝑘−1
d̂𝑘|𝑘−1 + 𝛼.

Из равенства 𝒜 = 𝒜 получаем:
1) 𝒜11 = 𝑄̃−1

𝑘−1 + 𝐹−𝑇
𝑘−1𝑌𝑘−1𝐹

−1
𝑘−1, 𝒜11 = 𝐿𝐶𝑘−1

𝐷𝐶𝑘−1
𝐿𝑇
𝐶𝑘−1

= 𝐶𝑘−1, следовательно,
𝐶𝑘−1 = 𝑄̃−1

𝑘−1 + 𝑆𝑘−1, где 𝑆𝑘−1 = 𝐹−𝑇
𝑘−1𝑌𝑘−1𝐹

−1
𝑘−1, т. е. выполняются (22) и (23);

2) 𝒜22 = 𝐹−𝑇
𝑘−1𝑌𝑘−1𝐹

−1
𝑘−1 = 𝑆𝑘−1,

𝒜22 = (𝐽𝑘−1𝐿𝐶𝑘−1
)𝐷𝐶𝑘−1

(𝐽𝑘−1𝐿𝐶𝑘−1
)𝑇 +𝐿𝑌𝑘|𝑘−1

𝐷𝑌𝑘|𝑘−1
𝐿𝑇
𝑌𝑘|𝑘−1

= 𝐽𝑘−1𝐶𝑘−1𝐽
𝑇
𝑘−1 + 𝑌𝑘|𝑘−1,

следовательно, 𝑆𝑘−1 = 𝐽𝑘−1𝐶𝑘−1𝐽
𝑇
𝑘−1 + 𝑌𝑘|𝑘−1, откуда

𝑌𝑘|𝑘−1 = 𝑆𝑘−1 − 𝐽𝑘−1𝐶𝑘−1𝐽
𝑇
𝑘−1 =

⃒⃒⃒
𝐽𝑘−1 = 𝑆𝑘−1𝐶

−1
𝑘

⃒⃒⃒
=

=𝑆𝑘−1 − 𝐽𝑘−1(𝑄̃
−1
𝑘−1 + 𝑆𝑘−1)(𝑄̃

−1
𝑘−1 + 𝑆𝑘−1)

−𝑇𝑆𝑘−1=𝑆𝑘−1 − 𝐽𝑘−1𝑆𝑘−1=(𝐼 − 𝐽𝑘−1)𝑆𝑘−1,

т. е. выполняются (24) и (25);
3) 𝒜13 = 𝐹−𝑇

𝑘−1𝐿𝑌𝑘−1
𝐷𝑌𝑘−1

d̂𝑘−1 = 𝐹−𝑇
𝑘−1ŷ𝑘−1, 𝒜13 = 𝐿𝐶𝑘−1

𝐷𝐶𝑘−1
𝜏 , следовательно,

𝐹−𝑇
𝑘−1ŷ𝑘−1 = 𝐿𝐶𝑘−1

𝐷𝐶𝑘−1
𝜏 ,

𝒜23 =𝐹−𝑇
𝑘−1𝐿𝑌𝑘−1

𝐷𝑌𝑘−1
d̂𝑘−1 =𝐹−𝑇

𝑘−1ŷ𝑘−1, 𝒜23 = 𝐽𝑘−1𝐿𝐶𝑘−1
𝐷𝐶𝑘−1

𝜏+𝐿𝑌𝑘|𝑘−1
𝐷𝑌𝑘|𝑘−1

d̂𝑘|𝑘−1,
следовательно,

𝐹−𝑇
𝑘−1y𝑘−1 = 𝐽𝑘−1𝐿𝐶𝑘−1

𝐷𝐶𝑘−1
𝜏 + 𝐿𝑌𝑘|𝑘−1

𝐷𝑌𝑘|𝑘−1
d̂𝑘|𝑘−1 = 𝐽𝑘−1𝐹

−𝑇
𝑘−1ŷ𝑘−1 + ŷ𝑘|𝑘−1,

откуда
ŷ𝑘|𝑘−1 = (𝐼 − 𝐽𝑘−1)𝐹

−𝑇
𝑘−1ŷ𝑘−1,

т. е. выполняется (26).
Эквивалентность остальных формул доказывается аналогично.

3. Численные эксперименты

Рассмотрим модель почти прямолинейного движения на плоскости [24] с мультиплика-
тивными и аддитивными шумами в уравнении объекта и измерений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x𝑘 =

⎛⎜⎜⎝
⎡⎢⎢⎣
1 𝑇 0 0
0 1 0 0
0 0 1 𝑇
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
0 0 0 0
0 𝛼 0 0
0 0 0 0
0 0 0 𝛼

⎤⎥⎥⎦ 𝜉𝑘−1

⎞⎟⎟⎠x𝑘−1 +

⎡⎢⎢⎣
1
2
𝑇 2 0
𝑇 0
0 1

2
𝑇 2

0 𝑇

⎤⎥⎥⎦w𝑘−1,

z𝑘 =

(︂[︂
1 0 0 0
0 0 1 0

]︂
+

[︂
𝛽 0 0 0
0 0 𝛽 0

]︂
𝜁𝑘

)︂
+ v𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,
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где 𝑥1, 𝑥3 — координаты 𝑥 и 𝑦 объекта на плоскости; 𝑥2, 𝑥4 — проекции 𝑣𝑥 и 𝑣𝑦 ско-
рости объекта на оси 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦; 𝑇 = 0.1 с — шаг дискретизации; x0 = [1, 0, 0, 1]𝑇 ;
w𝑘 ∼ 𝒩 (0, 10−2𝐼2); v𝑘 ∼ 𝒩 (0, 10−1𝐼2); 𝜉𝑘 ∼ 𝒩 (0, 1); 𝜁𝑘 ∼ 𝒩 (0, 1); 𝛼 = 10−3; 𝛽 = 10−2.

На рисунке приведены результаты работы алгоритмов 1–4 для 𝑁 = 100, а в таб-
лице — среднее время работы рассмотренных алгоритмов, а также расширенных UD-
фильтров eUDCF и eUDIF, построенных в работе [15], по результатам ста экспериментов
для 𝑁 = 1000. Программная реализация алгоритмов выполнена в системе MATLAB,
численные эксперименты проводились на программно-аппаратной платформе: опера-
ционная система — Windows 11, процессор — 11th Gen Intel Core i3-1115G4 @ 3.00 ГГц,
8 ГБ оперативной памяти. Полученные результаты подтверждают эквивалентность по-
строенных алгоритмов стандартным фильтрам, а также показывают более высокую
скорость работы расширенных LD-фильтров по сравнению с UD-фильтрами.

Среднее время, с
Mean time, s

CF IF eLDCF eLDIF eUDCF eUDIF
0.0180 0.0313 0.1529 0.1682 0.1986 0.2196
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Заключение

Построены новые LD-алгоритмы дискретной фильтрации в ковариационной и инфор-
мационной форме для дискретных стохастических систем с мультипликативными и ад-
дитивными шумами. Алгоритмы имеют расширенную блочную форму, позволяющую
обновлять все необходимые величины фильтра с использованием численно устойчивой
модифицированной взвешенной ортогонализации Грама –Шмидта.

Уравнения алгоритмов фильтрации, построенных на базе MWGS-преобразования,
алгебраически эквивалентны уравнениям ковариационного и информационного алго-
ритмов калмановского типа для линейных дискретных стохастических систем с мульти-
пликативными и аддитивными шумами. Последнее означает, что эти новые алгоритмы
могут быть использованы как надежная вычислительная альтернатива “стандартным
алгоритмам”, поскольку они обладают свойством численной устойчивости к ошибкам
машинного округления.

Проведенные численные эксперименты показали работоспособность предложенных
алгоритмов на примере решения задачи параметрического оценивания модели почти
прямолинейного движения, а также выигрыш по времени вычислений с помощью пря-
мой процедуры MWGS-ортогонализации и основанных на ней LD-фильтров по сравне-
нию с обратной процедурой и ранее построенных UD-фильтров на ее основе. Резуль-
таты работы могут быть использованы при решении задач обработки измерительной
информации в дискретных системах с мультипликативными и аддитивными шумами.
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Abstract

Discrete-time stochastic systems with multiplicative and additive noises describe a wide class of
mathematical models of complex systems, for example, industrial-technological, energy, economic,
telecommunication, aerospace systems, etc. An important class of algorithms for processing measure-
ment information in complex systems are Kalman-type discrete-time filtering algorithms.

Purpose. Construction of new discrete-time filtering algorithms for discrete-time linear systems
with multiplicative and additive noises based on numerically stable modified weighted Gram–
Schmidt orthogonalization (MWGS).

Methodology. The methods of computational linear algebra were used, namely, the direct procedu-
re of MWGS-orthogonalization, the theory of Kalman filtering, methods of scientific programming
in MATLAB.

Findings. New LD-algorithms for discrete-time filtering in covariance and informational form
for discrete-time stochastic systems with multiplicative and additive noises are constructed. The
algorithms have an extended array form allowing updates for all necessary filter values. The method
employs numerically stable modified weighted Gram– Schmidt orthogonalization. Algebraic equiva-
lence of LD-filters to Kalman-type covariance and informational algorithms for linear discrete-
time stochastic systems with multiplicative and additive noises is proved. The conducted numerical
experiments have shown the effectiveness of the proposed algorithms using the example of solving
the problem of parametric estimation of a model of almost rectilinear motion, as well as their savings
in computation time compared to previously constructed UD filters.

Value. New discrete-time filtering LD-algorithms can be used as a reliable computational alterna-
tive to the Kalman-type “standard algorithms” since they have the property being numerically stable
to machine round-off errors due to the use of the MWGS orthogonalization computational procedure
at each iteration of the algorithm. The results can be used to solve problems of measurement
information processing in discrete-time systems with multiplicative and additive noise.

Keywords: Kalman filter, discrete-time systems, stochastic systems, multiplicative noise,
LD-based discrete filtering.
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