
���������
	����
��	����������
��������	����
��� ����������������� �
�!���#"%$��'&����(	�������)+*���$-,.� /0�#1�2�243

57698;:=< >@?A6B<DC@EF8;:G?IH-E;:G?A?A6AEF8;:G? <KJML
?A6AN 6AO@CFL PRQ;<@QTS 5UQ@VIO@CF8FOK:GW

VIC;<D?X:=<DC@O;Q@57C@E@C ∗

Y[Z]\^Z`_ba%ced�fhg
i[jlk�mRn�mRo.mqp
rts-nlkvu�n�mxwyu�z.j�r`{Amxw|{�jl}~ul}��|n��������0�����t��}�p�}
k�nl�(n��0k������%}
k'k�n-�

� �������������l�4�l�4 -¡l¢¤£#¥�¦�§�¨© #ª�¦t¨¬«¤­®¯Z'Y[Z`_ba�°.±�²�ft³µ´·¶hg
��}�p�}
k�nl�(n��0k��.n��¸�~}
k�o.¹�º~�0k�mxp�w j�j�rt�Xo.j�n#p�w��0k�n�mxw m»�h�%}
k'k�n-�

� �������������-§-��¼¤ª�­- �£¤½l�¤«��¤¾��4��¨© l�4§

¿0À�Á©Â©ÃvÀ'ÃvÄhÅÆÂ�ÇyÈ0É ÅËÊ�ÁÍÌÎÁÍÀ'Â©ÁÐÏÎÂÎÑ'ÁÍÄtÁ�ÃyÒ�Ó�ÌÎÁ©É ÅÆÂÍÔÎÃvÌÖÕ�Â©ÃvÌ×ÌÎÁ©ÂÍÔÎÃvÌ�Ô�Ø
Ó
Á%ÒÙÃvÌ·À~Ú�ÄtÁÍÌ×ÅÆÂ�ÇyÈ0ÄtÃ
É�ÁÍÈÛÅÛÀ�ÜÃyÒ�Ä�ÇyÜÝÀ'ÁÍÔÎÃvÑ~Ø É ÌÎÃ
É Ø
À]ÇyÄhÅÆÂ%Á©Þ~Ú]ÇyÔ×ÅÆÃvÀ'ÏßÅÆÏßÓ�ÌÎÃvÓ
ÃÝÏÎÁ©É�à�¿áÀ~Ú�ÄtÁÍÌ×ÅÆÂ�ÇyÈ�Ï×ÅÛÄµÚ�ÈâÇyÔ×ÅÆÃvÀ�ÃyÒ�ÏÎÂ�ÇyÔ×ÔÎÁÍÌ×ÅÛÀ�Ü�ÃyÒÓ�ÈâÇvÏ×Ä�Ç·ÅÛÀ�Ç`À'ÃvÀ ÕãÚ�À�ÅËÒÙÃvÌ×ÄXÄ�ÇyÜÝÀ'ÁÍÔ×ÅÆÂßä]ÁÍÈÆÉÐÅÆÏ#Â©ÃvÀ'É Ú'ÂÍÔÎÁ©É�à

å¸æ�ç0èbçßéëêëç
ì¤íÝî.íÝï
ð�ñtð(òvð
ó
ð�ô]õ4í~òvöl÷Rð�ö#í
øyù
ð(ú ù
û ü%øyð'î4ý
ûyî4ð
ù�í
ölð
ó
ð�þ'í
ý�í
ó(ú ÿyý
ð(ò����µú����	� ó]í
ó�ô
ý�í�
 ð]õ�û��Ýù
ÿ��¬ú~í�

� ð
û ù�í
ý
ù
û��¬ú�����ð��yð]õ�� ù
û ü!ù
ÿ�õ�ð
ù
ÿyü
ù
û��¬ú�������ï(ú ûRô
ý
ð�
 ûyî4ð(úRó ô
û���
~õ�ÿyù
ð���û��~õ4í��¬ú ÿyü�� û~õ�����ð]þøyý�íÝî4ð
ÿyù(ú û�
Ðð û��yû�� ÿyù
ù
û��¬ú ÿyü ú ÿyï
ÿyù
ð
ü	�
ð]þ ð(òvölÿyù
ÿyù
ð����yû�
 ý
ÿyölÿyù
ÿyö ð�
 û
òvù
ð
ó
ù
û�
 ÿyù
ð��9ù
ÿ����¬ú û ü�
ï
ð�
 û��¬ú ð	���hû��¬ú û ö���òÝíÝî.íÝï�í`ô
û��¬ú ý
û ÿyù
ð �Ðï
ð���õ�ÿyù
ù
÷�þ�ölÿ¬ú ûyî4û�
!��
~õ"�
ÿ¬ú�����í
ó(ú���í|õ�� ù
û ü	�$#hð���õ�ÿyù
ù
÷ßÿí|õ�øyû ý
ð(ú öl÷%�¤ð��yô
û~õ��
ò�� ÿyöl÷ßÿ�î�õ"�bý
ÿ���ÿyù
ð �&�]ó]í~òÝí
ù
ù
÷�þbòÝíÝî.íÝï	��î4û~õ"' ù
÷ û��~õ4íÝî.í~ú���î4û��¬ú~í~ú û ï
ù
û üú û ï
ù
û��¬ú������(� û~õ�����ð
ö+òÝí
ô�í��yû ö)���¬ú û ü
ï
ð�
 û��¬ú ð ð*�vî4û�
~õ�ÿ¬ú�
 û ý$�(ú��+��
 û ü��¬ú�
��»ó'û ù��yÿyý�
�í~ú ð�
 ù
û��¬ú ð	�ï(ú û�� ÷9íÝî4ÿyó�
�í~ú ù
û û ô
ð��y÷,
�í~ú���ý
ÿ���ÿyù
ð
ÿ%ù�í-� û~õ�����ð]þëð
ù(ú ÿyý�
�í|õ4í|þ.
 ý
ÿyölÿyù
ð	�

/ ù�í��¬ú û�� 0�ÿyü»ý�í�� û
ú ÿ�î�õ"�[ý
ÿ���ÿyù
ð ��òÝíÝî.íÝï�ö#í
øyù
ð(ú ù
û ü�øyð'î4ý
ûyî4ð
ù�í
ölð
ó
ð»ô
ý
ÿ©î�õ4í
ø�í
ÿ¬ú���� ý�í~ò�
ù
û��¬ú ù�í1����þ�ÿyö#í`ú ð
ô�í·ô
ý
ÿ©î4ð
ó(ú û ý�
×ó'û ý
ý
ÿyó(ú û ý	� ø î4ÿeù�í2�¬ú~í
ô
ÿßô
ý
ÿ©î4ð
ó(ú û ý�í3�¬ú ý
û ð(ú����4��þ�ÿyö#í·ý�í���0�ÿyô�
õ�ÿyù
ð � ô
û�ñtð(òvð
ï
ÿ��yó
ð
öXô
ý
û � ÿ����ví
ö ðRô
ý
û��¬ú ý�í
ù��¬ú�
 ÿyù
ù
÷ßöAù�í
ô
ý�í�
~õ�ÿyù
ð �
ö,��û��~õ4íÝî.í��20Ðí1�5� û~õ��1

��ð
ö9òÝí
ô�í��yû ö)���¬ú û ü
ï
ð�
 û��¬ú ð	�líëù�í.�¬ú~í
ô
ÿ ó'û ý
ý
ÿyó(ú û ý�í6
 û����¬ú~í
ù�í�
~õ�ð�
�í
ÿ¬ú���� ó'û ù��yÿyý�
�í~ú ð�
 ù
û��¬ú����ì¤í
ölÿ¬ú ð
ö,�eï(ú ûxð'î4ÿyû~õ�û øyð �+ý�í���0�ÿyô]õ�ÿyù
ð �+ô
ý
ÿ©î�õ�û�'Ðÿyù�í7
 ý�í�� û
ú~í|þ98;:��,<�=>�,�hû��¬ú ý
û ÿyù
ù�í1�?��þ�ÿyö#í
� ÿ¬ò�����õ�û�
 ù
û&���¬ú û ü
ï
ð�
�í�@A
�õ�ð
ù
ÿyü
ù
û öAô
ý
ð��~õ�ð 'Ðÿyù
ð
ð�BC��ï(ú û�ô
û
òD
 û~õ"�
ÿ¬ú*�yñtñtÿyó(ú ð�
 ù
û»ð��yô
û~õ��
òvû1


�í~ú�� ÿyÿhî�õ"�bý�í��yï
ÿ¬ú~í ù
ÿ��¬ú~í � ð
û ù�í
ý
ù
÷�þ[òÝíÝî.íÝïbö#í
øyù
ð(ú ù
û ü[øyð'î4ý
ûyî4ð
ù�í
ölð
ó
ð[ðbñtð(òvð
ó
ð[ô]õ4í~òvöl÷%�
�hý
û�
 ÿ©î4ÿyù
÷Bý�í��yï
ÿ¬ú ÷ ý�í~ò¬õ�ÿ¬ú~íE
 ÷,�yû ó'û
ú ÿyölô
ÿyý�í~ú��]ý
ù
û ü[ô]õ4í~òvöl÷F
�ö#í
øyù
ð(ú ù
û ö!ô
û~õ�ÿ��

∗ G"HCI�J�KLH!M�NPO�JCQ1R�STR1H!O�U�V-W1H�XYKCV�W�R�J�Z-[�V�R1HCR1XYJ�M�J�Z\O�J^]�]�STU�_,`DSaG�J�XTXYV�Z1XY`DJ�bTJ%[�J�RD]�H3[�cDRD]�H�d�STR�KLHLQ1e�R�N	f\V1Xhg
XhQ1Sh]�J�M�HCR�V�Z�i;bTU1HCR�Kkj)l�m�gnl�oYgnl�l�oTp�q�r V3s�R�KCSTbTU1HCt�V�J�R�R�J�bTJkO�U�J�ST`�KLHvuPw&G$x(y�izj{o�o^q�rh|}© s�R1XYKCV�KCcDKaM�NPW�V1XhQ1V�KCSYQ1e�R�N	f!KCSYf�R�JCQ1J�bTV�Z~u�V�I�V�U1XY`DJ�bTJkJ�KT]�SYQ1STR�V��!G�J�XTXYV�Z1XY`DJ�Z3HC`�H�]�S^d�V�V!R1H�cD`��1�Cl�l�q�|

���



�6�!�,�P���~���	���~���,�,���>���,���������,�,�)����� �$�

�\�����(�-� èbé�� ç ��¡.¢tæ�éëçßéëê¤£

¥ 
 ð 'Ðÿyù
ð
ÿtô]õ4í~òvöl÷F
�ù
ÿyûyî4ù
û ý
ûyî4ù
û ö!ö#í
øyù
ð(ú ù
û ö!ô
û~õ�ÿ~���vî4ÿyö ý�í����yö#í~ú ý
ð�
�í~ú���
�ûyî4ù
û�' ð'î4ó'û��¬ú1
ù
û öBö#í
øyù
ð(ú û øyð'î4ý
ûyî4ð
ù�í
ölð
ï
ÿ��yó'û öXô
ý
ð��~õ�ð 'Ðÿyù
ð
ð¦
�ô
ý
ÿ©î4ô
û~õ�û�'Ðÿyù
ð
ð	��ï(ú û6�yñtñtÿyó(ú ÷§
��(òvó'û��¬ú ððëú ÿyô]õ�û ô
ý
û�
 ûyî4ù
û��¬ú ð[ö#í|õ�÷9ð�ð
ölð�ölû�' ù
û�ô
ý
ÿyù
ÿ�� ý
ÿyï�����¨�û ø î.í4�yð��¬ú ÿyö#í��]ý�í�
 ù
ÿyù
ð
ü�ö#í
øyù
ð(ú ù
û üøyð'î4ý
ûyî4ð
ù�í
ölð
ó
ð�
 ó]õ��`ï�í
ÿ¬ú��]ý�í�
 ù
ÿyù
ð � ù
ÿyý�í~òvý
÷,
 ù
û��¬ú ð	��î�
 ð 'Ðÿyù
ð �	�'ô
û~õ�ù
û üE�yù
ÿyý
øyð
ð¯ð4�]ý�í�
 ù
ÿC
ù
ð ��ö#í
øyù
ð(ú ù
û øyû ô
û~õ"�¦8 ©1=>� / � ð]õ�ð
ù'î4ý
ð
ï
ÿ��yó'û ü&�yð��¬ú ÿyölÿ�ó'û û ý
î4ð
ù�í~ú
(r, z)


�û��yÿ��yð
ölölÿ¬ú ý
ð
ï
ù
û öô
ý
ð��~õ�ð 'Ðÿyù
ð
ð��]ý�í�
 ù
ÿyù
ð �%ö#í
øyù
ð(ú ù
û ü�øyð'î4ý
ûyî4ð
ù�í
ölð
ó
ð-
!� ÿ¬òvý�í~òvölÿyý
ù
û ö+
 ð'î4ÿ�ölû ø��'ú3� ÷eú��`ô
ý
ÿ©î"

�¬ú~í�
~õ�ÿyù
÷F
E
 ÿyó(ú û ý
ù
û ü�ñtû ý
ölÿ�ª

∂U

∂t
+ Wr + Wz = 0,

@Y:�B

ø î4ÿ
Wr =

1

r































∂

∂r
(rnvr)

∂

∂r
(rnv2

r) + k0r
∂p

∂r
+ M2

ABz
∂Bz

∂r
∂

∂r
(rnvrvz) − M2

ABr
∂Bz

∂r
∂

∂r
(rvrp) + lp

∂

∂r
rvr

0
∂

∂r
r (vzBr − vrBz)































, Wz =































∂

∂z
(nvz)

∂

∂z
(nvrvz) − M2

ABz
∂Br

∂z
∂

∂z
(nv2

z) + k0

∂p

∂z
+ M2

ABr
∂Br

∂z
∂

∂z
(vzp) + lp

∂vz

∂z
∂

∂z
(vrBz − vzBr)

0































;

U = (n, nvr, nvz, p, Br, Bz)
T ; l = γ − 1; MA = B0/

√

4πn0U2
0 mi « í|õ��|ñ~
 ÿyù
û�
��yó'û ÿ�ï
ð���õ�û

¬ í|þ'í ­
k0 = T0/(U2

0 mi), mi « ö#í����ví�ð
û ù�í �¯®�ð��¬ú ÿyö#í6�]ý�í�
 ù
ÿyù
ð
ü?@Y:�B`òÝí
öl÷ßó]í
ÿ¬ú����5�]ý�í�
 ù
ÿyù
ð
ÿyö
�yû��¬ú û��
ù
ð �6
4
 ð'î4ÿ

p = nT.
@><�B

�hý
ð�ô
ý
ÿyû�� ý�í~òvû�
�í
ù
ð �]þ¤�]ý�í�
 ù
ÿyù
ð
ü5@Y:�B�ð��yô
û~õ��
ò�� ÿ¬ú����+����õ�û�
 ð
ÿ
divB =

1

r

∂

∂r
(rBr) +

∂Bz

∂z
= 0.

@°©$B
�hý
ð ô
ÿyý
ÿ�þ�ûyî4ÿhó�� ÿ¬òvý�í~òvölÿyý
ù
û ö���
 ð'î���ô
ý
û��¬ú ý�í
ù��¬ú�
 ÿyù
ù
÷ßÿ�ó'û û ý
î4ð
ù�í~ú ÷áù
û ý
ölð
ý
û�
�í|õ�ð����%ù�ítþ'í�
ý�í
ó(ú ÿyý
ù ���Tî�õ�ð
ù �

L
�±
 ý
ÿyö�� « ù�í

L/U0

�-í�ô]õ�û
ú ù
û��¬ú����-ú ÿyölô
ÿyý�í~ú��]ý�í �¯�yó'û ý
û��¬ú��bð ö#í
øyù
ð(ú ù
û ÿô
û~õ�ÿ « ù�íëð]þ ù
ÿ�
 û
òvö���0�ÿyù
ù
÷ßÿ òvù�íÝï
ÿyù
ð �
n0, T0, U0, B0

�(�hý
ð ô
û��¬ú ý
û ÿyù
ð
ð ý�í~òvù
û��¬ú ù
û ü5��þ�ÿC
öl÷^ù�í²�¬ú~í
ô
ÿ�ô
ý
ÿ©î4ð
ó(ú û ý�íRð��yô
û~õ��
òvû�
�í
ù
÷��]ý�í�
 ù
ÿyù
ð ��
 ù
ÿ©î4ð�
 ÿyý
øyÿyù(ú ù
û üáñtû ý
ölÿ�� / ÷,� ð
ý�í1��
ó]íÝï
ÿ��¬ú�
 ÿ%ð��yó'û öl÷�þ�ñ%�]ù
ó � ð
ü6
 ÿyó(ú û ý
f = (n, vr, vz, p, Br, Bz)

T
��ô
ÿyý
ÿyô
ð ��ÿyö9@Y:�Bk
4
 ð'î4ÿ

∂f

∂t
+ Crf + Czf = 0.

@ � B
ì�î4ÿ����

Cr =

































vr
∂

∂r

n

r

∂

∂r
r 0 0 0 0

0 vr
∂

∂r
0

k0

n

∂

∂r
0 M2

A

Bz

n

∂

∂r

0 0 vr
∂

∂r
0 0 −M2

A

Br

n

∂

∂r

0
γp

r

∂

∂r
r 0 vr

∂

∂r
0 0

0 0 0 0
vr

r

∂

∂r
r 0

0
Bz

r

∂

∂r
r −Br

r

∂

∂r
r 0 0 vr

∂

∂r

































,



��³ ´ ���¦�"��µ�¶�·L¸ ¹�º��±� ´ �"��µ1»C¼"½�¸�¾L¿ À�¹

Cz =

















vz 0 n 0 0 0
0 vz 0 0 −M2

ABz/n 0
0 0 vz k0/n M2

ABr/n 0
0 0 γp vz 0 0
0 −Bz Br 0 vz 0
0 0 0 0 0 vz

















∂

∂z
= C

∂

∂z
.

�hý
ðëòÝí
ô
ð��yð�ö#í~ú ý
ð
ï
ù
÷�þ�û ô
ÿyý�í~ú û ý
û�

Cr

ð
Cz

ð��yô
û~õ��
òvû�
�í
ù
û-����õ�û�
 ð
ÿ�@°©$BC�
Á ÿ�õ����Iù�í��¬ú û�� 0�ÿyü�ý�í�� û
ú ÷7��
~õ"�
ÿ¬ú�����ô
û��¬ú ý
û ÿyù
ð
ÿ2�yó'û ù
û ölð
ï
ù
÷�þ4��þ�ÿyö,� ú ý
ÿ������20�ð]þÐî�õ"�-��
 û1
ÿyü ý
ÿví|õ�ð(òÝí � ð
ð ölð
ù
ð
ö#í|õ�� ù
û øyû»ï
ð���õ4í í
ý
ð
ñtölÿ¬ú ð
ï
ÿ��yó
ð]þ!û ô
ÿyý�í � ð
ü ù�í�ý
ÿ���ÿyù
ð
ÿ�òÝíÝî.íÝï
ð	�kÂ0ú ûölû�'Ðÿ¬ú¤� ÷eú���î4û��¬ú ð
øyù �'ú û�ù�í û��yù
û�
 ÿ%ölÿ¬ú ûyî.í¯ô
ý
ÿ©î4ð
ó(ú û ý�
×ó'û ý
ý
ÿyó(ú û ý	��ø î4ÿ�ù�í��¬ú~í
ô
ÿÐô
ý
ÿ©î4ð
ó(ú û ý�íð��yô
û~õ��
ò�� ÿ¬ú�����ölÿ¬ú ûyî ý�í���0�ÿyô]õ�ÿyù
ð �	�¤û��~õ4íÝî.í��20�ð
ü+� û~õ�����ð
ö òÝí
ô�í��yû ö����¬ú û ü
ï
ð�
 û��¬ú ð	��í ù�íE�¬ú~í�
ô
ÿ�ó'û ý
ý
ÿyó(ú û ý�í¯ô
û�
 ÷a�Ðí
ÿ¬ú�����ú û ï
ù
û��¬ú��ëölÿ¬ú ûyî.í¯ð&
 û����¬ú~í
ù�í�
~õ�ð�
�í
ÿ¬ú����»ó'û ù��yÿyý�
�í~ú ð�
 ù
û��¬ú��.��þ�ÿyö,�

Ã òD
 ÿ��¬ú ù
û��¤ï(ú û¯ý�í���0�ÿyô]õ�ÿyù
ð
ÿ�û ô
ÿyý�í~ú û ý
û�
¯ô
ý
ð�
 ûyî4ð(úëó[ô
û���
~õ�ÿyù
ð�� î4û ô
û~õ�ù
ð(ú ÿ�õ�� ù
÷�þ�ï]õ�ÿyù
û�
¤
ý�í~òvù
û��¬ú ù
û ü²��þ�ÿyölÿ��-ï(ú û��¤ó]í
ó�ô
ý�í�
 ð]õ�û��	
 ÷eòv÷,
�í
ÿ¬ú�ô
û ù
ð 'Ðÿyù
ð
ÿÐú û ï
ù
û��¬ú ð ý�í��yï
ÿ¬ú~í²8 � =>�P�hû��¬ú û ö��ô
ý
ð�ô
û��¬ú ý
û ÿyù
ð
ð4��þ�ÿyöl÷Ä���vî4ÿyö&
 ÷,� ð
ý�í~ú��·ú~í
ó
ð
ÿeý�í���0�ÿyô]õ�ÿyù
ð �	� ó'û
ú û ý
÷ßÿßô
ý
ð�
 ûyî4ð]õ�ð-� ÷ ó�ölð
ù
ð�
ö#í|õ�� ù
û ö���ï
ð���õ"���¬ú ð]þÐï]õ�ÿyù
û�
·ô
ý
ð-�yûvþ(ý�í
ù
ÿyù
ð
ð4��
 û ü��¬ú�
%� ÿ¬ò�����õ�û�
 ù
û ü-���¬ú û ü
ï
ð�
 û��¬ú ðE��þ�ÿyöl÷ ð�ÿyÿ
�yó'û ù
û ölð
ï
ù
û��¬ú ð	��ú���ÿ����yó]í|õ"�
ý
ù
û ü�ý�í~òvý
ÿ���ð
ölû��¬ú ðbý�í~òvù
û��¬ú ù
÷�þ.�]ý�í�
 ù
ÿyù
ð
ü�ù�í�î4ý
û�� ù
÷�þ��Ðí
ø�í|þÅ�

Æ4��Ç ¢%Èßé ���kÉ é.¢%£ �(� ç,ÊF¢Gè.Ë.£ � èbé � ÊBç,¡ëé�� � Èv¢`è&¢2Ì

Í í����yölû
ú ý
ð
ö í|õ�øyû ý
ð(ú öxô
û��¬ú ý
û ÿyù
ð �ëý�í~òvù
û��¬ú ù
û ü¤��þ�ÿyöl÷Iî�õ"� ûyî4ù
û ölÿyý
ù
÷�þ¯ù
ÿ��¬ú~í � ð
û ù�í
ý
ù
÷�þ¯òÝí�
î.íÝï	���3���¬ú��
∂f

∂t
+ C

∂f

∂z
= 0,

∂U

∂t
+

∂W

∂z
= 0

@ � B

« �yð��¬ú ÿyö#í ûyî4ù
û ölÿyý
ù
÷�þ.�]ý�í�
 ù
ÿyù
ð
ü[ö#í
øyù
ð(ú ù
û übøyð'î4ý
ûyî4ð
ù�í
ölð
ó
ð+
�
 ð'î4ÿ�@Y:�BC�¯@ � BC�"
 ÿyó(ú û ý
÷ ð��C
ó'û öl÷�þ ñ%�]ù
ó � ð
ü f
ð

U
�yû�
 ô�íÝî.í��µú*��î�
��]ölÿyý
ù
÷ßö9��õ"�]ï�í
ÿyö,�lí

∂W/∂z = Wz, C∂/∂z = Cz
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













0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 vz k1 k2Br 0
0 0 γp 0 0 0
0 0 Br 0 0 0
0 0 0 0 0 0








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




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








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
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
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


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
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z = 1, 0 ≤ r ≤ 1 : n = 1, vr = 0, vz = 0, p = 1, Br = 0, Bz = 1,
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